[. mat. tanari szak, 2005. tavasz

Algebra és szamelmélet

1. vizsga: 2005. janius 1.

A kérdésekre adott valamennyi vdlaszdt indokolja (indoklds nélkiili eredménykézlésért
nem jar pont). Ha felhaszndl eqy-eqy az eldaddson vagy gyakorlaton szerepelt tételt,
pontosan fogalmazza azt meg, és vilagosan mutasson rd, milyen szereposztdsban ko-
vetkezik beldle a kivdnt allitas ill. annak valamely része. Kérjik, hogy mindeqgyik
kérdéscsoportra adando vdlaszait kilon lapra irja, és a lapokat a kérdéscsoportok sor-
szdma szerint novekvd sorrendbe rendezve adja be. Mindegyik lapra irja rd a nevét, az
elsd lapra pedig a gyakorlatvezetdjének a nevét is. A dolgozat megirdsdra fordithato
munkaidd 180 perc. Az elérhetd legnagyobb dsszpontszam 50 pont.

Varhat6 osztalyzas: [40-50]: [5], [33-39]: [4], [26-32): [3], [20-25]: [2], [0-19):

1. (a) Fogalmazza meg, mia,Casus Irreducibilis”. Bizonyitania nem kell. (2 pont)

(b) Legyen f,g € Qlx], és tegyiik fel, hogy minden pozitiv n egészre
2f(n) = g(n). Igaz-e, hogy ekkor f | g 7 (3 pont)
(c) Léteznek-e olyan fi, fo € Zz[x] polinomok, amelyekre
degf; = 3, degfy = 66, és e két polinomhoz ugyanaz a polinomfiiggvény
tartozik? (4 pont)

2. (a) Fogalmazza meg a Schonemann-FEisenstein-féle kritériumot. Mondja ki
és bizonyitsa is be az errél szolo tételt. A bizonyitas soran a megfeleld
helyen fogalmazza meg pontosan a felhasznalt segédtétel(eke)t is, ez(eke)t
azonban nem kell bizonyitania. (7 pont)

(b) Létezik-e olyan legalabb harmadfoka f € Z[x] polinom, amely irreducibilis
Q folott, és minden egytitthatoja kobszam? (kdébszdm: egy egész szdm

kobe) (3 pont)
(c) Tegytik fel, hogy f € Z[x], és f(3) = 0. Létezik-e olyan egész egyiitt-
hatés ¢ polinom, amelyre f = (z — 3)g 7 (3 pont)

LEGYEN SZIVES, FORDITSON!



3.

(a)

Miyen kapcsolat van egy homogén linearis egyenletrendszerben az isme-
retlenek, az egyenletek és a megoldasok szama kozott? Fogalmazza meg
¢és bizonyitsa be a megfelels tételt. (5 pont)

Adjon meg olyan linearis egyenletrendszert a kételemd Z, testben, ami
négy egyenletbsl all; harom ismeretlent tartalmaz, és a megoldésainak
szama kettd. (3 pont)

Hatérozza meg (T"-ben) a fliggetlenség, a generdtorrendszer és a bézis

fogalmat. (3 pont)
Adjon meg egy haromelem fiiggetlen rendszert R5-ben. (2 pont)
Tegytik fel, hogy a;,ay, ..., as, a9 generdtorrendszer, a,a,,...,ay pe-

dig linearisan fiiggetlen rendszer R™-ben. Hatarozza meg n lehetséges ér-
tékeit. Minden lehetségesnek tartott értékre adjon egy-egy konkrét példat
is. (4 pont)

Irjon fel egy olyan R**“-beli S matrixot, amely rendelkezik a kivetkezd
tulajdonsagokkal: minden R***-beli M matrixra az M S matrix els osz-
lopa egyenl6 az M mésodik oszlopaval, az M S masodik oszlopa egyenld
az M harmadik oszlopéaval, az M S harmadik oszlopa egyenlé az M negye-
dik oszlopaval, az M S negyedik oszlopa pedig egyenlé az M valamennyi
oszlopanak az Osszegével. (2 pont)

Adjon meg olyan A € R3*** maétrixot, amelyre az Az = b egyenletnek
barmely b € R? esetén létezik (z € R?) megoldasa. (3 pont)
Van-e olyan B € R*** matrix, amelyre a Bx = ¢ egyenletnek semmilyen
¢ € R3 esetén nem létezik (z € R?) megoldésa? (2 pont)
Definialja egy négyzetes matrix determinansat, és mondja ki a kifejtés és
a ferde kifejtés tételét. Hatarozza meg a tételekben szerepld fogalmakat.
Bizonyitania nem kell. (4 pont)



