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(1b) Igaz. A g — 2f polinomnak végtelen sok gyoke van Q-ban, ezért g — 2f = 0, vagyis
g=2f.

(1c) Igen, léteznek. Legyen példaul
fo=23+1+2%@(z—1)(z —2)(z - 3)(z — 4)(z — 5)(z — 6)), f1 = 2° + 1, ekkor degf; = 3,
degfa = 59+7 = 66, és (fo— f1)-nek a Z7 minden eleme gyoke lévén (fo— f1)-hez az azonosan
nulla polinomfiiggvény tartozik.

(2b) Igen, példaul 23 +z+1 (egyiitthatoi 02 és 13) irreducibilis Q felett, mivel harmadfoki
és nincs racionéalis gyoke (racionalis gyoke ui. csak £1 lehetne a raciondlis gyokteszt miatt,
de lathatoan ezek egyike sem gyok).

(2c) Igen. Mivel Q test, létezik g € Q[x], hogy f = (x — 3)g. Legyen g = ch, ahol
c € Q,h € Z[z] és h primitiv. Ekkor f = c¢(x — 3)h, és a Gauss-lemma szerint (z — 3)h
is primitiv. Ezért ¢ egész, tehat g = ch € Z[z]. Vagy: f-et a Horner-elrendezés segitségé-
vel maradékosan osztva (z — 3)-mal tapasztaljuk, hogy a hanyados mindegyik egyiitthatoja
egész, hiszen egész szamokbol (f egylitthatoibol és a 3-bol) kiindulva csak osszeadasokat és
szorzéasokat kell végezniink.

(38b) Péeldaul z1 + xo +x3 =1, 1 + 22 + 23 =1, 21 =0, z1 = 0 megoldasa:
x1 = 0, x90 = x3 + 1, ahol az egyetlen szabad paraméter x3, ami kétféle értéket vehet fel.
Tehét a két megoldas: x1 =0, 29 =0, z3=1,ill. 21 =0, 2o =1, xz3 =0.

(4b) Példaul

o O O o
o O O = O
O O = O O

(4c) R™ minden bazisa m-elemi, minden fliggetlen rendszer kiegészithets bézissa (igy
legfeljebb m-elemti) és minden véges generatorrendszer tartalmaz bazist (ezért legalabb n-
elemt). Tehat 20 < n < 21. Az n = 20-ra példa lehet az, ha a,,as, ..., as az R* standard

bazisa, a5 pedig tetszdleges, n = 21-re példa, ha a;,as, ..., as,as; az R?' standard bazisa.
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(5a) Az egyetlen ilyen matrix S = 010 1
0 011
1000 B
(6b) Hapl. A= [0 1 0 O0f, akkor minden b = |[2| esetén x1 = f1, o = [a, x3 =
0 010 B3

03, x4 =akarmi biztosan megoldas.

(5¢) Nincs, mivel ¢ := 0 € R? valasztassal z := 0 € R* biztosan megoldas.
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