Rovid valaszok — 2006. januar 4.

(1a) A matrix masodik oszlopa az els6nek 3/2-szerese, ezért pl. az els§ vektortér els6 ba-
ziselemének 3-szorosa ugyanoda képzddik, mint a masodik baziselem 2-szerese; a leképezés tehat
nem injektiv. Masképpen: a matrix rangja 1, igy a képtér 1-dimenziés. A megtér dimenzidja a
dimenzittétel szerint 2 — 1 = 1, emiatt a leképezés nem injektiv.

(2b) Mindegyik baziselem képe ugyanaz a nemnulla vektor, ezért a képtér 1-dimenzios. A
magtér dimenzidja a dimenzidtétel szerint 4 — 1 = 3.

(2c) Igen, van. Jeldlje e, ey, 5,4 az R tetszéleges bazisat, és legyen f az a linearis
transzformacio, amelyre f(e;) = es, f(es) = €4, f(e3) = 0, f(eq) = 0. A képtér a baziselemek
képei altal generalt altér, azaz Imf = (e3,e4,0,0) = (e3,€4), ami 2-dimenzios. A dimenziotétel
miatt igy kerf dimenzidja is 2, méasrészt az f megadasabol latszik, hogy es,e, € kerf, tehat
valoban kerf = (es,e4) = Imf.

(3b) Van. Olyen pl. az a transzformécié, aminek (pl. az R? standard bazisara vonat-
2_212 _01> A karakterisztikus polinom: det (_;2_2 * _10_ :):) =(-1—-z)2=
(x + 1)%, igy az egyetlen sajatértéke a —1. Az ehhez tartozo sajatvektorok megkeresésével
adodik, hogy a megfelels sajataltér (csupan) egydimenzids, ezért a transzformacio valoban nem
diagonalizalhat6. Masképpen: Mivel a —1 az egyetlen sajatérték, azért: ha a transzformécio6 dia-
gonalizahato lenne, akkor létezne olyan 2 x 2-es invertalhato (valos elemti) M métrix, amelyre

M~1 (2_212 _0 1) M = <_01 _01> Szorozzuk meg az egyenlGtlenség mindkét oldalat balrol

koz6) matrixa (

M-mel: (2_212 _01> M=M (_01 _01) = —M, itt pedig mindkét oldalt jobbrél megszorozva

Mﬁl_gye]: <2_212 _01> = —1I, ellentmondas.

(3¢) Nincs. Ha f ilyen transzformécié lenne, akkor 0 = (z + 3)[f] = f + 3-Id szerint f az
identikus transzformaci6é (—3)-szorosa lehetne csak; ebben az esetben viszont egyetlen sajatér-
téke a —3, ezért a karakterisztikus polinomjanak nem lehetne a —1 is gyoke — ellentmondés.
Masképpen: hivatkozhatunk arra is, hogy a minimélpolinomnak ugyanazok a gyokei (a transz-
formacio sajatértékei) mint a karakterisztikus polinomnak, csupan a gyokok multiplicitasaban
lehet kiilonbség.

(4a) Igen. Hax # 3 ésy # 3, akkor xoy # 3; ellenkezd esetben ugyanis zy—3z—3y+12 = 3-
boly = (3x—9)/(z—3) = 3 lenne, ami ellentmondas; tehat o valoban miivelet a 3-t6l kiilonb6z6
valos szamok halmazan, és nyilvan kommutativ. Asszociativitas: (zoy)oz = (zy—3z—3y+12)o
z = (ry—3zx—3y+12)z—3(zy—3x—3y+12)—32+12 = zyz—3(zy+xz+yz)+9(z+y+2)—24,
hasonléan z o (yoz) = z(yoz) —3x —3(yoz) +12 = z(yz — 3y — 3z + 12) — 3z — 3(yz —
3y —32+12)+ 12 = zyz — 3(zy + zz + yz) + 9(z + y + z) — 24. Egységelem: minden z # 3-ra
dorxr=x0d=x-4—3x—3-4412 = x, azaz létezik egységelem, a 4. Inverz: Minden x # 3-hoz
olyan 7' # 3 szamot keresiink, amelyre 4 = zox™! = 27 lox = o7l — 327! — 32 + 12,
azaz (felhasznélva, hogy = # 3) 27! = (3z — 8)/(z — 3); ez értelmes, és 3-t4l kiilonbzd, hiszen
Bz —8)/(x—3)=Bx—9)/(x—3)+1/(x—3)=3+1/(z —3) #3.

(4b) Az 50 darab tengelyes tiikrozés mindegyike mésodrendd. A (% fokos) forgatéasok
koziil csak a 180°-os forgatas masodrendd, és ez eleme a Dso-nek (pl. k := 25 valasztéassal),
tehat a valasz: 51.

(4c) A c-nek legalabb 46 kiilonb6z6 hatvanya van, ezért o(c) > 46 > 90/2. Masrészt
o(c)||G] = 90, igy csak o(c) = 90 lehetséges. Tehat c-nek 90 kiilonboz6 hatvénya van, emiatt
G-nek minden eleme c-hatvany, vagyis G ciklikus.



