ANALIZIS 111. ELOADASJEGYZET

SIKOLYA ESZTER

1. A DIFFERENCIALSZAMITAS NEHANY ALKALMAZASA

Emlékeztetd:

1.1. Tétel (Rolle-tétel). Ha az f fiigguény folytonos [a,bl-n és differencidlhats (a,b)-ben,
és f(a) = f(b), akkor létezik olyan c € (a,b), melyre f'(c) = 0.

Bizonyitds. A Weierstrass-tétel kozvetlen kovetkezménye. 0

1.2. Tétel (Lagrange-kozépértéktétel). Ha az f figgvény folytonos [a,b]-n és differencidl-
hato (a,b)-ben, akkor létezik olyan c € (a,b), melyre

f(b)— f(a)
, —

f (C) - b—a .
Bizonyitds. Definidljuk az alabbi fliggvényt:

b—a
Erre nyilvanvaloan teljesiilnek a Rolle-tétel feltételei, F'(a) = F'(b) = 0, ezért létezik olyan

c € (a,b), melyre
o= fo-L0-1
[

1.3. Kovetkezmény. Ha az f figgvény folytonos |a,b]-n és differencidlhatd (a,b)-ben, és
f'(x) =0 minden x € (a,b)-re, akkor az f figgvény konstans |a, b]-n.

Bizonyitds. Tegyiik fel indirekt, hogy 1étezik xq, x9 € [a, b], hogy f(x1)# f(xs). A Lagrange-
kozépértéktétel feltételei nyilvan teljesiilnek az [z, z5] intervallumra, tehat létezik olyan
c € (r1,x2), melyre

i) —o— L@ =S

To— T
Ebbdl viszont f(z1) = f(x2), ami ellentmondas. O

Elgzetesként :

1.4. Tétel (Cauchy-kozépértéktétel). Ha az f és g figguények folytonosak [a,b]-n és dif-
ferencidlhatok (a,b)-ben, és minden x € (a,b) esetén ¢'(x)#0, akkor létezik olyan c € (a,b),
melyre
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Bizonyitds. A Rolle-tételbdl kévetkezik, hogy =g(a)#g(b). Definialjuk az alabbi fliggvényt:

. f(b) = f(a)
F(z):= f(z)—f(a) - m(g(ﬁ) —9g(a)).
Erre nyilvanvaloan teljesiilnek a Rolle-tétel feltételei, F'(a) = F'(b) = 0, ezért létezik olyan
c € (a,b), melyre
f(b)—f(a)

@ -¢'(c) =0.

Q
—~
=
~—~
|
Q

O

1.5. Megjegyzés. A Lagrange-kozépértéktételt a Cauchy-kozépértéktétel kovekezményeként,
is bizonyithattuk volna, hiszen g(z) = z-szel adddik.

1.6. Tétel (I'Hospital-szabaly). Legyen f és g differencidlhatd o egy pontozott kirnyezetében,
és tegyiik fel, hogy itt g # 0 és g’ # 0. Tegyiik fel tovdabbd, hogy vagy

lim f(x) = lim g(z) =0, (1.1)
vagy pedig
lim |g(z)| = oc. (1.2)
. /')
x
lim =0, 1.3
2—a g'(z) (13)
akkor ebbdl kovetkezik, hogy
- [f(z)
lim —= = 3. 1.4
z—a g(x) 4

Itt o lehet egy a szdm, az a+, a—, oo vagy —oo szimbolumok bdrmelyike, 3 jelentése pedig
lehet eqy b szam, oo vagy —oo.

Bizonyitds. Abban a specialis esetben, mikor o véges, és teljesiil, vagyis lim, ., f(x)=
= lim, ., g(z) = 0. Ekkor f(«):=g(a):=0 definicioval az f és g fiiggvények folytonosak
lesznek az egész kornyezetben, a-t is beleértve. Az Cauchy-kozépértéktétel szerint min-
den = # « esetén e € (z, o) (vagy ¢ € (o, )), melyre

fl@) _ f@)=fe) _ f(e)

g(x)  g(@)—gla) g(c)
Legyen xp — «, ) # a. Ekkor a hozza a fentiek alapjan létez6 ¢, szamokra ¢ — «, ¢ # «
teljesiil, és

Igy (L.3)-bol

lim —f(xk> = lim f'(c) = [,

k—oo g(wx)  k—oo g'(ck)
tehat az atviteli elv szerint (1.4) igaz. A bizonyitas maradék része megtalalhato a Laczko-
vich-T. Soés jegyzetben. O

1.7. Példa. . _
. sinx—ux . cosx—1 . —sinz 1
Iim ————— =lim ———— = lim —.
z—0 3 z—0 372 z—0 Ox 6
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1.8. Megjegyzés. A sort folytathattuk volna egy ijabb L’Hospital-szabaly alkalmazésaval a
kovetkezSképpen:

m ?
z—0 63’; x—0 6 6
de ez olyan, mint a ,sajat farkdba harapo kigyo", hiszen a sin’ z = cosz bizonyitasaban

felhasznaltuk, hogy lim, . Si‘;x =1.

1.9. Tétel (Taylor-formula). Legyen f (n+1)-szer differencidlhats az [a, x| intervallumban.
FEkkor létezik olyan c € (a,x) szdm, melyre

") (g (n+1)
ro =3 oy L o, (15)

Bizonyitds. Legyen a és x rogzitve, és t € (a,x) esetén definialjuk

" fk)
Rt = (@)~ 3 T D ety

k!
(1.6)
f'@) f(t) F() n
:f(l’)—f(t)—T(x—t)—T(x—t)Q—‘"—T(l’—t) :
Célunk belatni, hogy létezik ¢ € (a, ), melyre
fr*(e) 1
Ro) = a0 (1.7
Vilagos, hogy R(z) =0. Az formula (¢ szerinti) differencialasabol kapjuk:
" t / t " t " t
R/(t):_f/(t)_f ( )([E—t)—}-f( )_f ( )(ZL'—t)2+f ( )([E—t)
1! 1! 2! 1!
fr() AL 1
- (x—1) +(n—1)!(x )"
Itt egy kivételével minden tag kiesik, és marad:
(n+1) t

Alkalmazzuk az (1.4 Cauchy-kozépértéktételt az R(t) és h(t) := (z—t)"" fiiggvényekre az
a, x| intervallumon. Vegyiik észre, hogy h(x) = 0. Eszerint 1étezik c € (a, z), hogy
[a, 2]
R(a)  R(z)—R(a) R'(c) R'(¢)
(r—a)y ™ h(x)—hla)  W(e) —(n+D)-(w—c)
_ ("o /nh) (=" fUD(e)

(n+1)-(x—c)” (n+1)!7
ahol felhasznaltuk (1.8)-t. Ebbdl (1.7), igy (1.5) kovetkezik. O

1.10. Megjegyzés. A fenti tételben szerepls (1.7) formulat Lagrange-féle maradéktagnak
nevezziik.
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2. PRIMITIV FUGGVENY

Legyen I tetszéleges intervallum (korlatos vagy nem korlatos, nyilt, zart, félig nyilt stb.).
Jelolje C(I) az I intervallumon értelmezett folytonos fiiggvények halmazat és D(I) az [
intervallumon differencidlhat6 fiiggvények halmazat. Ezek R felett vektorteret alkotnak.
Jelolje D'(I) az D(I)-beli fiiggvények derivaltjainak halmazat:

D'(I):={F :FeD()}.
2.1. Allitas. D'(I) is vektortér.
Bizonyitds. Hazi feladat. O

2.2. Megjegyzés. C(I) és D(I) nem csak vektortér, hanem gytirt, s6t algebra is (a szokésos
miiveletekkel). D’(I) nem alkot sem gytirtit sem algebrat.

2.3. Definicié. Legyen f € D'(I) adott fiiggvény, azaz létezik olyan F'€ D(I), hogy F'=f.
Ekkor minden ilyen F' € D(I) fliggvényt az f fiiggvény primitiv (elsédleges vagy eredeti)
fiigguényének vagy hatdrozatlan integrdljanak neveziink.

2.4. Allitas. Ha f € D'(I) és F € D(I) egy primitiv figguénye, akkor barmely c €R esetén
(F+c) = f, igy f-nek végtelen sok primitiv fliggvénye van.

Bizonyitds. Trivialis. O

2.5. Allitdas. Ha F az f egy primitiv fiigguénye, akkor f-nek minden mds G primitiv
fiigguénye elddll G = F +c alakban valamely c € R-re.

Bizonyitds. Az allitas feltételeibsl kovetkezik, hogy
(F=G)=F-G=f-f=0,

vagyis (F'—G) =0 az egész I intervallumon. Az Kévetkezmény miatt F'— G konstans
I-n, amivel az allitast belattuk. [

2.6. Definici6. Adott f fliggvény esetén jeldlje

1

(,integral" f) az f fiiggvény primitiv fiiggvényeinek halmazat I-n. Ha f ¢ D’'(I), akkor
[ f=0.Ha feD'(I), akkor lattuk, hogy [ f={F+c:ceR}. Ha nem okoz félreértést,
akkor [ f minden elemét is az egyszertiség kedvéért [ f-fel jeloljiik, tehat

(f7) -

Szokédsosak még az [ f(x) és [ f(x)dx jeldlések is a primitiv fiiggvény x pontbeli helyettesitési
értékére.

2.7. Példa. Legyen I =R. Ekkor [coszdz =sinz+c, c € R.
Alapintegralok: 1d. gyakorlatokon.

Probléma. Hogyan lehet felismerni egy f:1— R fiiggvényrél, hogy van-e primitiv fliggvénye
I-ben, vagyis f € D'(I)?

Vilasz. Sehogy! De adhat6 sziikséges és adhato elégséges feltétel.
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2.8. Tétel (Elegends feltétel primitiv fiiggvény létezeésére). C(I) C D'(I), azaz ha f
folytonos I-n, akkor f-nek létezik I-ben primitiv fligguénye.

2.9. Megjegyzés. Attol, hogy van, nem biztos, hogy szamoléssal megadhato...
Bizonyitds. KésGbb. [

2.10. Példa. ﬁ az [ =(1,+o00)-en, e~ az [ =R-en. Belathato, hogy nincs elemi primitiv
fliggvényiik.

Primitiv fiiggvény-keresés vagy hatarozatlan integralas: szamolasi technika (kalkulus), lényegében
a differencialds miveletének megforditasa.

2.11. Allitas (Az integralas formalis szabélyai).
I Ha f,ge D'(I), akkor f+g € D'(I) (vektortér-tulajdonsdg), emellett

/(f+g)=/f+/g.

II. Ha f e D'(I), ceR tetszileges dllandd, akkor c-f € D'(I) (vektortér-tulajdonsdg),

emellett
Jer=e ]

2.12. Tétel (Parcialis integralas elve). Legyenek f és g differencidlhatok az I intervallum-
ban, azaz f,g € D(I), és tegyiik fel, hogy f-g € D'(I). Ekkor f'-g € D'(I), és ez utobbi

(egy) primitiv figguénye:
/f’-ng-g—/f-g’~
Bizonyitds. Kell: (f-g— [ f-¢') € D(I) — ez triv, és (f-g— [ f-g) = f-g.
(f-g—/f-g’)/=f’-g+f-g’—f-g’=f’-g-
0
2.13. Példa.

1
/lnxdx:/ 1 ‘-Inzx de=_=x 'lnx—/ T - — dxzmlnx—/ldxzx-ln:c—x.
~~ ~~ ~~ N~ ~~ =z
@) g(=) fl@)  g(z) f(z) V/()
g’ (z

2.14. Tétel (Helyettesitéses integralas elve). Legyenek I és I* tetszdleges intervallumok,
feD(I), ge D(I*) adott fiigguények, tigy, hogy R(g) C I. Ekkor (fog)-g' € D'(I*), és

fieno=(f )

Bizonyitds. Legyen F := [ f, tehat F' € D(I) és F' = f. Ismeretes, hogy ekkor Fog is
differencialhaté I*-ban, és

(Fog) =(Flog)-g'=(fog)-¢
lgy Fog= ([ f)eg=[(fog)-g" 0
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2.15. Megjegyzés. A gyakorlatban ¢ : I* — I bijektiv fiiggvényt érdemes valasztani, mert

ekkor
/f= </(fog)-g’) og™!,

vagyis az eredeti primitiv fliggvény meghatarozhato.

Klasszikus formalizmus.

[ @ sy = [ £la)-g 0. G =g

2.16. Példa. [ /1—2a?dx kiszamitasa az [ = [—1,1] intervallumon. Helyettesitsiink x :=

=sint-t, t € [-Z, 2] =: I*. Ekkor % =sin't = cost. Igy

/\/1 x2dr | 4= Smt—/ V1—sin?t - costdt—/]cosﬂ costdt—/cos tdt

(g(t))=Vcos?t g'(#)

1 1 1
:/5(14—008215) dt:§/1dt+§/0082tdt

Lty 2t—1(t—|—‘ t-cost)
—2 4SH1 —2 SIN v - COS .

Ebbdél
/ V1—a22dr = (t‘l‘Slnt Cos t) | t=arcsinz —

<arcsin$+x V1 —x2> .

(t +sint-v/1—sin? t) | t—arcsinz

N —

[\DI)—‘[\D

3. RIEMANN-INTEGRAL

3.1. A Riemann-integral definiciéja.

A Riemann-integral lényege: ,a fliggvény gorbéje és a vizszintes tengely &altal hatarolt
sikidom teriilete".

A teriilet matematikai fogalma: olyan T : M — [0, +o0) fiiggvény, ahol M a sik mérhetd
részhalmazait jeldli, és a kovetkezd axiomék teljesiilnek:

Tertlet-azxiomadk.
I. Ha H téglalap, oldalhosszai a és b, akkor H e M és T(H) = a-b;

II. Ha Hy, Hy € M és Hy; C Hy, akkor T'(H;) < T'(Hs) (monotonitas);

ITI. Ha Hy, Hy € M, és van olyan e egyenes, hogy az e &ltal hatarolt félsitkok egyike
tartalmazza Hi-et, masika Hy-t, akkor H{UH, €M és T(H{UH)=T(H,)+T(H,);

IV. Ha a sik egy B részhalmaza teljesiti a kdvetkezg feltételt: minden € > 0 esetén
leteznek olyan A, C' € M halmazok, hogy A C B C C és T(C)—T(A) < ¢, akkor
B e M.

3.1. Definici6. Az [a, b] intervallum egy felosztdsa egy olyan {I; = [x;_y,2;]:i=1,...,n}
véges intervallumrendszer, melyre

a=x9<xr1<To--<x,=0>

valamely n € N esetén. Az [a,b] intervallum felosztasainak halmazat jelolje Fa, b).
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3.2. Definicio. Legyen a ® € Fla,b] és W € Fla, b] felosztasok egyesitése (vagy kizos fi-
nomitisa) az a ®V U-vel jelolt felosztas, melyet ugy kapunk, hogy ® osztoépontjaihoz hoz-
zavessziik a U osztopontjait (vagy forditva), és az igy kapott 0j osztoponthalmazhoz tartozo
intervallumrendszert tekintjiik.

3.3. Definici6. Adott f:[a,b] — R korlatos fiiggvény és ®={1,,...,I,} € Fla,b] felosztas
esetén definialja a ® felosztashoz tartozod also kézelitdosszeget

n

sp(®):=> (igff) |11,

i=1
felsd kozelitdiosszeget
si)=3
i=1
ahol |I;| := x; —x;_1 az I; intervallum hossza.

a1,
I.

K3

3.4. Allitas. Tetszdleges f : [a,b] — R korldtos fiigguény és ® € Fla,b] esetén

Sp(®) = —s—4(P).
Bizonyitds. sup;, f = —infr, (—f). O
3.5. Megjegyzés. Vilagos, hogy tetszéleges f : [a,b] — R korlatos fiiggvény és & € Fla, b]

esetén
sp(®) < S(P).
Bizonyitds. Minden 1 € N esetén inf;, f <sup;. f. O

3.6. Tétel. Legyen f:[a,b] — R korldtos figguény. Ekkor barmely ®, W € Fla, b] felosztdsok
esetén

51(®) < 5;(). (3.1)
Bizonyitds. Megmutatjuk, hogy barmely ®, U € Fla, b] felosztasok esetén
55() < s;(OV D) < 5;(@V W) < 5y(V), (32)

amib6l (3.1)) nyilvan kivetkezik. A 2. egyenlStlenség a [3.5] Megjegyzés alapjan nyilvanvalo.
A kovetkezSkben azt bizonyitjuk, hogy ha © € Fla,b] olyan felosztas, melyet ®-bdl ugy
nyeriink, hogy EGY 1j osztopontot hozzévesziink, akkor

51(®) < 57(60). (3.3)
Ebbél az osztopontok szamara vonatkozo teljes indukcidval kovetkezik az elsé egyenlGtlen-
ség (3.2)-ben. A 3. egyenldtlenség pedig ennek és a . Allitasnak a folyoméanya.
Legyen tehat © € F|a, b] olyan felosztas, melyet ®-bdl tigy nyeriink, hogy annak z; és ;44
osztopontjai kozé felvesziink még egy u oszépontot, vagyis © osztopontjai

=29 <x; < - <X <UXTigg <---<x,=0>.
A (3.3) egyenl6tlenség két oldalardl az azonos tagokat elhagyva be kell latnunk, hogy
[wi,2i41] [z3,u] [u,Tit1]

Mivel infy, 5, f <inf, o f és infpy, o0 f <infpy g, f (kisebb halmazon vett infimum
nagyobb vagy egyenld, mint a nagyobb halmazon vett), ezért
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(inf f)-(u—:vi)—i—( inf f)'(a:iﬂ—u)Z( inf f)-((u—xi)—i—(xiﬂ—u))

[z4,u] [u,i41] [zs,241]
= ( mf f) . (Ii—s—l —ZEZ‘),
[xiyxiﬁ»l]
igy az allitast belattuk. O

3.7. Kovetkezmény. A
{s¢(®): P € Fla,b]} és {SF(P): D e Fa,b|}

halmazok kézil a bal oldali halmaz minden eleme kisebb vagy eqyenld a jobb oldali halmaz
minden eleménél. Ebbdl az is kovetkezik, hogy az elsd halmaz felilrdl, a mdsodik alulrol
korldtos.

3.8. Definici6. Definialja az f : [a, b] — R korlatos fiiggveny Darbouz-féle alsé integrdljdat
b
/f:: sup {s¢(®) : & € Fla, b]}, (3.4)
és Darbouz-féle felsd integrdljat
b *
/ fiminf {S;(®): @ € Fla, b} . (3.5)
A Kovetkezmény alapjan

Zf < 7 ; (3.6)

3.9. Definici6. Egy korlatos f: [a,b] — R fiiggvényt Riemann-integrdlhaténak mondunk,

ha
b b
[ ]

Ha f Riemann-integralhat6, akkor az als6 és fels6 Darboux-integralok kozos értékét f
Riemann-integraljanak nevezziik, és az alabbi moédon jeloljiik:

/bf vagy /bf(x) dx.

1
3.10. Példa. [a?dx = .
0

Bizonyitds. Rogzitett n € N esetén legyen a ®,, felosztés az az intervallumrendszer, amit a

1 2 -1
ol )
n n n
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osztopontok hataroznak meg. Ekkor

s1(D,) ZIZ:: <Z;1) % _ (n—l)-gﬁ?)@n_n?
Sp(®,) = i <%>2% _ n-(n+é)n-3<2n+1)’

2

tehat sp(®,) — 5 és sp(P,) — 5, ha n — oco. Ebb6l kénnyen lathato, hogy f(z) =z

Riemann-integralhat6 [0,1]-en, és Riemann-integralja s. O
A tovabbiakban jeldlje
Rla,b] :={f :[a,b] = R: f korlatos és Riemann-integralhato}
3.11. Definici6. Ha ® € F[a, b, akkor az
05(8) = 5,(8) ~5,(8) = 3 (sup 7 ~int 1) 11
i=1 i ‘

=" Gup (@) = S (9) w0y € 1))+ i = Y1) -1

szamot az f figgvény ® felosztashoz tartoz6 oszcilldcids 6sszegének nevezziik. Az
wy(l;) = Slllpf—igl_ff =sup {f(z) —f(y) : >,y € I;}

az f fliggvény oszcilldicidja az I; intervallumon.

3.12. Tétel (Leghasznosabb kritérium Riemann-integralhatosagra). Egy korldtos f:|a, b]—
R fiiggvény pontosan akkor Riemann-integralhato, vagyis f € Rla,b] pontosan akkor, ha
minden € > 0 szdmhoz létezik olyan © = ®(¢) € Fla, b] felosztds, melyre Qp(P) < €.

Bizonyitds. 1. irany: Tegyiik fel, hogy f Riemann-integralhato, és legyen £ > 0 rogzitve.
A Definici6 szerint tudjuk, hogy

b b* b
Jr=] =]

A Definici6 alapjén létezik olyan ®; € F[a, b], hogy

és létezik @y € Fla, b], hogy
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Ezekbdl, a (3.2)) felhasznalasaval kapjuk, hogy

b b
/f—%: /f—g<5f(®1)§8f(‘131\/q)2)sz(q%\/@z)

b b
<se)< [ ses=[145
amibsl & := &,V &,y valasztassal
b b
19 e
Qp(P) = Sp(P) —s4(P) < f+§—( f—§):€-

2. irany: Tegyiik fel indirekt, hogy a tétel allitdsaban szerepld feltétel teljesiil minden pozitiv
e-ra, de

b b*
[re] s

Legyen

b b
O<5</*f—/*f

tetszéleges, és valasszunk e-hoz @ € JFla, b] felosztast ugy, hogy Q,(®) < e. Ekkor

Ebbdl viszont

ami ellentmondas. O
Kis kitérd:

3.13. Definicié. Az f: H — R fiiggvényrdl azt mondjuk, hogy egyenletesen folytonos H-
n, ha minden ¢ > 0 szamhoz létezik olyan 6 > 0, hogy minden t,s € H, |t —s| < 0 esetén

[f(t)—f(s)] <e.

3.14. Tétel (Heine-tétel). Legyen [a,b] korldtos és zdrt intervallum, f:[a,b] —R folytonos
fliggvény. Ekkor f egyenletesen folytonos [a,b]-n.

Bizonyitds. (Vizsgan nem kell tudni.) Tegyiik fel, hogy van olyan £ > 0 szam, melyhez
minden n € N esetén talalhato t,, s, € [a,b], |t, — s,| < 1/n, hogy

| (tn) = f(sn)| > &

Mivel az [a,b] intervallum korlatos és zart, ezért a (t,),.y sorozatnak van konvergens
részsorozata, (tn, ),cy, melyre t,, —t€[a,b], k—oo. Mivel |t,, —s,,|<1/ng, azért s, —tis



ANALIZIS III. 11

teljesiil. Ebbdl a folytonossagra vonatkozo atviteli elv szerint f(¢,, )— f(t) és f(sn,)— f(1),
k — oo ami ellentmond annak, hogy minden k-ra |f(t,,)— f(sn,)| > €. O

A Heine-tétel felhasznalasaval lathato be, hogy minden folytonos fliggvény Riemann-integ-
ralhato.

3.15. Tétel. Cla,b] C Rla,b|, vagyis minden, az |a,b] intervallumon folytonos figgvény
Riemann-integrdalhatd [a,b]-n

Bizonyitds. Legyen f € Cla,b]. A B.12] Tétel integralhatosagi feltételét fogjuk hasznélni,
tehat legyen € >0 régzitett, és keresiink hozza olyan ® € Fla, b] felosztast, melyre Q;(P) <e.
A Heine-tétel alapjan f egyenletesen is folytonos [a, b]-n, tehat az £/(b—a) pozitiv
szamhoz létezik olyan § > 0, hogy ha t s € la,b], |t—s| <9, akkor |f(t)— f(s)] <e/(b—a).
Vialasszuk meg n € N-et gy, hogy 4 <) legyen. Legyenek a ® felosztas osztopontjai

. a .
T, =a-+1i- ,1=1,...,n,

vagyis az I; = [z;_1, x;] intervallumban barmely két szam kiilonbsége legfeljebb 1/n, igy itt
a fiiggvény oszcillacioja legfeljebb £/(b—a). Erre a felosztésra tehat

IOWRVED oL
i=1
amivel az allitast belattuk. O

3.16. Tétel. Ha f € R[a,b], akkor |f| € Rla,b).

Bizonyitds. Legyen f € R[a,b] és € > 0 rogzitve. A Tétel alapjan e-hoz létezik olyan
® € Fla, b] felosztas, melyre Qf(P) < e. Megmutatjuk, hogy ekkor €;(®) < Q¢(P) < ¢ is
teljesiil. Mivel adott ® felosztas esetén

wa |1,

ezért elég belatni, hogy minden i-re
wip|(Li) < wy ().
A haromszog-egyenlétlenség miatt tetszéleges x,y € I; esetén

Lf@=1fW)] < |f(@) = fy)| S wp(l),
amibdl

wip (i) = sup {|f ()| = |f ()] - 2,y € L} <wy(L).

3.17. Tétel. Ha f,g € R[a,b], akkor f-g € R|a,b).

Bizonyitds. Legyen € > 0 rogzitve, és a Tétel alapjan keresiink hozza ® € Fla, b
felosztast. Definialjuk

K= maX{Sup\fI,s[uplgl},
és valasszunk ;%-hoz @, @, € Fla, b] felosztasokat, melyekre
és Q(Py) < <

Qf(q)f>< ﬁ

€
2K
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(Ha K =0, az érdektelen eset.) Tekintsiik ezen felosztasok egyesitését:
O =DV D,
Ekkor (3.2) alapjan

€
< — < _
Qp(P) <Qp(Py) < 2 és Q (q)) Qg(@g) < 5

is teljesiil. Legyen [; € @, ekkor a haromszog-egyenlGtlenség alapjan minden x,y € I; esetén
[f(@)g(z) = F(y)g(w)| = |f(x)g(x) = f(x)g(y) + F(2)g(y) — f(y)g(y)]
< [f(@)llg(x) —gW)|+f(z) = fW)llg(y)l
< K wy(lL) +wp(l;) - K = K- (wg(L;) +wy (L) -
Ebbsl

wr.g(Li) = sup {[f(x)g(x) = f(y)g()| : 2,y € Li} < K- (wy(Li) +ws (L))

Oszzegezve i = 1,.. ., n-re kapjuk

Qf.q(P wag |]|<ZK wy (L) +wy (1)) - |1

O

A kovetkez6 definiciora sziikség lesz az integralhatosag Riemann-féle kritériumanak meg-
fogalmazasahoz.

3.18. Definici6. Ha & ={1I3,...,I,} € Fla, ] egy felosztas, akkor definidlja ® finomsdgat
|| :=max {|;|:i=1,...,n}.

El6szor bebizonyitunk egy, a Tételben szerepls kritériumhoz nagyon hasonlo6 integral-
hatosagi feltételt, ami azonban ,tobb" annal. Erre sziikség lesz az integralhatosag Riemann-
féle feltételének bizonyitasaban.

3.19. Tétel. Legyen f:[a,b]—R korldtos. Ekkor az aldbbi két dllitds eqymdssal eqyenértéki :
(i) | € Rla,b];
(i) Minden € >0 szdmhoz létezik olyan 6 > 0, hogy minden ® € Fla,b], |P| < 0 felosztds
esetén

Qf(q)) <e.

Bizonyitds. A (ii) = (i) kovetkezik a[3.12] Tételbol.

(i) = (i7): Legyen € > 0 rogzitett. A [3.12] Tétel alapjan létezik olyan ¥ € F|a, b], melyre
Q(¥)<e/2. Rogzitsiik le ezt a U:={Iy, ..., Iy} felosztast. A bizonyitas hatralévs részében
a kovetkezGképpen jarunk el. Tetszéleges ® € Fla, b] felosztas esetén tudjuk, hogy

Qf(‘l)\/\lf) < Qf(\I/) < =

Masrészt Qp(OV ) <Qp(P) is teljesiil. A 0 pozitiv szdmot olyan kicsire fogjuk valasztani,
hogy ha |®| < 0, akkor Q;(®) ne térjen el £/2-nél jobban Q (P V ¥)-t6l — amirdl tudjuk,
hogy kisebb, mint £/2. Kénnyen lathato(!), hogy

Qp(®) = Qp(PVE) < N-wy([a, 0]) - D],
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ahol N jelolte a U altal tartalmazott intervallumok szamat. Valasszunk

15
0<d< W-
Ha |®| < 4, akkor
19
< : : ' ON-we(la. b))
QD) <Qp(BVI) + N -w([a,b]) - |®] < Qp(®VT)+ N -wy([a, b]) Ny ([, 8])
279" %

OJ

Az integralhatosag Riemann-féle kritériumanak kimondasahoz sziikségiink lesz még az alab-
bi fogalomra.

3.20. Definicid. Legyen ® € Fla,b|, & = {I1,...,I,} felosztas, és & = (&1,...,&) € R
tetszGleges, a @ felosztdsra illeszkedd vektor, vagyis

g'LEIZ? Z.:]-)"'ana
jelolésben: & o« @. Ekkor a

op(®,§) = Zf(fz’) arg

szamot az f fiiggvény (@, &) parhoz tartozd Riemann-idsszegének nevezziik.

3.21. Megjegyzés. Tetsz6leges ® € Fla,b] és £ x ® vektor esetén
sp(P) < op(P,€) < Sp(®).

3.22. Tétel (Az integralhatosag Riemann-féle kritériuma). Legyen f : [a,b] — R korldtos.
Ekkor az alabbi két dllitas eqgymdssal eqyenértéki :

(1) f € Rla,] ésfsz;

(7i) Minden € >0 szdmhoz létezik olyan 6 > 0, hogy minden ® € Fla, b], |P| < 0 felosztds,
és minden £ x O esetén

|0-f(c1)» 5) _A| <Eé.

3.23. Megjegyzés. A tétel az f korlatossaganak feltétele nélkiil is igaz, vagyis barmelyik
allitasbol kovetkezik az is, hogy f korlatos [a, b]-n.

Bizonyitds. (Vizsgan nem kell tudni.)
b
(1) = (i7): Legyen f € R[a,b] és [ f = A. Ekkor definici6 szerint

J-[rea

Rogzitsiink egy € > 0 szamot. Az el6z6 Tétel alapjan létezik olyan 6 > 0, hogy ha
|®| <6, akkor

Qp(®) = Sp(P) —54(P) <e.
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Megmutatjuk, hogy ez a § valasztas itt is jo. Legyen & oc ® tetszéleges. Ekkor

n

/ /(@)= <5(®) = 3 int 1|1
<3

=1

f(&)- |I|<Zbupf |I;] = Sp(P) < s54(P) +5</f+5—A+e

=1 Ii

Ebbdl
A—e<op(®,8) < A+e,

tehat |op(P, &) — Al < e, amit be akartunk latni.
(17) = (i): Tegyiik fel, hogy (i7) teljesiil egy A € R szamra. Megmutatjuk, hogy ekkor

b b*
J-J s

A bizonyitas ugy fog térténni, hogy belatjuk: tetszdleges € > 0 esetén

b b
A—5</fés/f<A+5.

Legyen ¢ > 0 rogzitve. Valasszunk £/2-héz § > 0 szamot a (i7) alapjan, és legyen & =
={L,...,I,}, |P| <0 tetszleges felosztas. Valasszunk & € R", € oc @ vektort ugy, hogy

f(£z)>supf— (bg_ ' ci=1,...,n

—ilyen &; € I; a szuprémum definicidja miatt létezik minden i-re. Ekkor § valasztasa alapjan
€
’O’f(q), 5) _A’ < 57
amibdl

Atz 5 > 04(®,6) = foz !I|>Z(6upf—2<b a)) |1:]

l\DIfT)

b
— 5/() Zm Sy(®)- 5> /f

Azt kaptuk tehat, hogy
b
/ f<A+e.

Az A—e< /f egyenlGtlenség analég mdédon bizonyithato. [
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3.2. A Newton-Leibniz tétel.

Az legutobb bizonyitott integralasi kritérium segitségével be tudjuk latni a Riemann-
integralra vonatkozo egyik legfontosabb tételt.

3.24. Tétel (Newton-Leibniz tétel). Ha f € Rla,b] és f € D'[a,b], vagyis f-nek létezik
primitiv figguénye, akkor f minden F' primitiv fligguényére

b
/ f = F(b)— F(a) = [F]’ = F]".

Bizonyitds. Mivel f két primitiv fiiggvénye csak konstansban térhet el, a jobb oldal fiiggetlen
F valasztasatol. Vilagos, hogy elég azt bizonyitani, hogy minden € > 0 esetén

F(b)—F(a)—/f <e.

A Tétel alapjan e-hoz létezik olyan § > 0, hogy minden ® € F[a, b], |P| < ¢, és minden
& x P esetén
b

Uf(q),f)—/f <e.

a

Legyen ® € Fla,b], || < 0 rogzitett. Valasszuk meg & € R™-t a kovetkezSképpen: ha
® osztopontjainak halmaza {x¢,z1,...,7,}, akkor F|, , . )-re alkalmazva a Lagrange-
kozépértéktételt létezik olyan &; € (x;_1, z;), melyre

Frg) = F(xi1) = F'(&) - (v —xi1) = f(&) - (i —251).
Az igy kapott £ o< ¢ vektorra

3

of(®,€) = Z F&) (wimwia) = ) (Fla:) = F(zio1)) = F(b) = Fa),

amivel a tételt belattuk. O

A Newton-Leibniz tétel feltételeit teljesité fiiggvényekre bizonyithatok a primitiv fiig-
gvényeknél megismert parcidlis és helyetettesitéses integralas szabalyai.

3.25. Tétel (Parcialis integralas Riemann-integralra). Legyen f, g€ R[a,b] és f, g€ D'[a, b],
(egy) primitiv fiigguényiik legyen F ill. G. Ekkor

/bf-G:[F-G]Z—/bF-g.

Bizonyitds. Mivel F és GG differencialhatok, igy folytonosak, tehat Riemann-integralhatok
is [a, b]-n, 1d. [3.15] Tétel. A Tétel alapjan pedig a szorzatok integraljai is léteznek.
Mivel

(F-G)=f-G+F-qg,
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ezért a|3.24] Newton-Leibniz tétel alapjan
b
[-G+rg) =Gl

a

Nemsokéra latni fogjuk a[3.27. Allitasban, hogy
b b

/(f~G+F-g):/bf-G+/F-g,

a a

amivel a bizonyitas teljes. O

jf:jf

a

Jelolés. f € Rla,b] esetén jelolje

3.26. Tétel (Helyettesitéses integralas Riemann-integralra). Legyen I =|a,b] intervallum,
f € Rla,b] és f € D'[a,b]. Legyen tovdbbd I* = |ov, B] intervallum, g: I* — I differencidlhato
bijekcio, melyre (fog)-g' € Rlw, 5]. Ekkor

/b =/ :a()b)(fog)-g’-

Bizonyitds. A feltételekbdl azonnal kovetkezik, hogy ¢ vagy szigoriian monoton névé vagy
szigorian monoton fogyo, tehat g~ 1(a) = a, ¢71(b) = 3, vagy forditva. Mivel

(Fog)' =(fog)-d,
ezért a[3.24] Newton-Leibniz tétel szerint

B
/(ﬂw%szGWD—F@mﬁz{

F(b)—F(a), ha g monoton nové; (3.7)
F(a)—F(b), ha g monoton fogyo. '

Masrészt, szintén a Newton-Leibniz tétel alapjan

b
/f = F(b)— F(a).
Ha g monoton nové, a tétel azonnal kovetkezik; ha monoton fogyo, a (3.7) egyenldség
mindkét oldalanak ellentettjét véve kész a bizonyitéas. [

3.3. A Riemann-integral formalis tulajdonsagai.

3.27. Allitas. Rla,b] vektortér R felett a szokdsos fliggvénymiiveletekre nézve.

Bizonyitds. Legyen f, g € Rla,b]. Megmutatjuk, hogy ekkor f+g € R|a,b] és
b

/b(f+g)=/bf+/g.

a
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A bizonyitashoz a[3.22] Tételben szerepld integralhatosagi kritériumot hasznaljuk. Legyen
e > 0 tetszéleges, rogzitett. Ekkor /2-héz talalhatok olyan df,6, > 0 szamok, hogy ha
|®| < df és € ox P tetszlleges, akkor

b
op(@.6)- [ 1] <5

valamint ha |¥| < d, és n oc ¥ tetsz6leges, akkor
b

Ug(@’,n)—/g <

a

DO ™

Legyen
d :=min {0y, 6,} .
Valasztva tetszéleges ¢ € Fla, b], |P| < § felosztast és € o< O vektort,

Orag(®,6) =Y (f(&)+9(€)) 1Ll =D F(&)- 1L+ 9(&) |1l = 0p(®,) +0y(2,€),
i=1 i=1 i=1
amibdl haromszog-egyenlétlenséggel kapjuk:
b b

0f+g(<1>,£)—/bf—/g = Uf(q%f)—/bfﬂ'g(@,f)—/g

a a
b b

<|or@.9- [ f|+|ou(@.6) [ o] <545 ==

a a

Legyen most f € R[a,b] és ¢ € R tetsz6leges. Megmutatjuk, hogy ekkor c- f € Rla, b] és

b b
/c-f:c/f.

Ha ¢=0, akkor ¢- f =0€ Rla, b]. Ha ¢#0, akkor valasszunk ﬁ—hoz o-t a . Tétel alapjan.
Koénnyen lathato, hogy barmilyen ® € Fla, b], |®| < § és £ x P esetén

Oef(P,€) =c-op(P,8).

Igy
b b b
€
O'c.f(c:[),g)—c'/f = c.af(®,§)—c./f :|C| O'f((I)’é')_/f <’C|'H:€7
tehat a[3.22] Tétel alapjan az allitast belattuk. [

3.28. Allitas. Legyen f € Rla,b], a < a < 3 <b. Ekkor flia.g) € Rla, 3].

Bizonyitds. A|3.12] Tétel szerint minden e > 0-hoz van olyan ® € Fla,b], melyre Q¢(P) <
< e. Véve ezen felosztas [a, (] intervallumba esé osztopontjait és az igy kapott U € Fla, ]
felosztast kapjuk, hogy
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OJ

3.29. Allitas (Intervallum szerinti additivitas). Legyen f : [a,c] — R figguény, a <b < c.
Tegytik fel, hogy f € Rla,b] és f € R[b,c|. Ekkor f € R[a,c] és

c b c
a/f—a/erb/f.

Bizonyitds. Mivel f korlatos [a,b]-n és [b,c]-n, ezért korlatos [a,c]-n is. A Definici6
alapjan konnyen lathato, hogy

Zf+Zf§ Zfs 7*f§ 7*f+7*f~
o b o o a b

A feltétel szerint az egyenlGtlenségsorozat két vége megyegyezik, amibdl

Ce e
4f—{°ﬂ—4f+éf—Z}+/ﬁ

igy a[3.9 Definici6 alapjan az allitast belattuk. O

3.30. Allitas (Integrandus szerinti monotonitas). Legyenck f,g € Rla,b] figguények, és
tegytik fel, hogy minden x € [a,b] esetén f(x) < g(z). Ekkor

b b
/fé/g

Bizonyitds. Konnyen lathato, hogy minden ® € Fla, b] esetén
s55(®) < s4(P),

b b b b
[i=[i<[s=]0

3.31. Kovetkezmény. Bdrmely f € Rla,b| figgvényre fenndll:

b b
[1< [
Bizonyitds. Minden x € [a, b] esetén

(=1 (z) = =1 f (@) < f(z) < |f(2)] = |fl(2),
amibdl az allitas a Allitas alapjan kovetkezik. O

3.32. Allitas (Integral trividlis becslése). Legyen f € R[a,b]. Ekkor
b

OMf»w—ah;/fs<wpﬁ-w—@-

[a,b] [a,b]

amibgl

a
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Bizonyitds. A bizonyitas azonnal adodik a [3.300 Allitasnak az inf f konstans fiiggvény és
fill. f és a sup f konstans fliggvényre valod alkalmazasabol. O

3.33. Kovetkezmény. Legyen f € R[a,b]. Ekkor

/st%VOW—W

Bizonyitds. Konnyen lathato a Kovetkezmény és a [3.32] Allitas alapjan. [

Ezen becslések segitségével (folytonos fiiggvényekre) bizonyithato a differencialszamitasban
megismert kozépértéktétel analdogja Riemann-integralra.

3.34. Tétel (Integralszamitas kozépertéktétele). Legyen f € Cla,b|. Ekkor létezik olyan
c € [a,b], melyre

jf:f@»w—w.

Bizonyitds. A Allitas alapjan és a Weierstrass-tételbsl kapjuk

b
[
min f = inf f < -*— <sup f = max f.
[a,0] d [a,b]f b—a [a,b}f [a,b] d

A Bolzano-tétel miatt van olyan ¢ € [a, b], melyre

I
fle) =7,

—a

amivel az allitast belattuk. O

3.4. Integralfiiggvények.

3.35. Definici6. Az feR[a, b] fiiggvény integrdlfiggvényei az [a, b] intervallumon értelmezett
[a, 0] 93:'—>c+/f

fiiggvények, ahol ¢ € R tetszbleges. (A Allitas alapjan f|q. € Rla, z]).

3.36. Definici6. Az f fliggvény Lipschitz-tulajdonsdgi, ha van olyan L > 0 szam, hogy
minden z,y € D(f) esetén

[f (@)= f(y)l < Lz —yl.
Ko6nnyen lathato, hogy egy Lipschitz-tulajdonsagu fiiggvény egyenletesen folytonos D(f)-
en (e-hoz § := ¢/ L vélaszthato).
3.37. Tétel. Barmely f € Rla,b] biarmely integrdlfiggvénye Lipschitz-tulajdonsdgd, igy
folytonos (sét, egyenletesen folytonos) [a, b]-n.
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Bizonyitds. Legyen F(z):=c+ [ f és z,y € [a,b]. Ekkor a[3.29 Allitas alapjan

|F(z) = F(y)| = jf—/yf = /yf :

Felhasznalva a Kovetkezményben szereplé becslést kapjuk, hogy

|[F(z) = F(y)| < (s[uglf|> Jz—yl,

amibdl L := supy, ; | f| valasztassal a tétel kbvetkezik. O
3.38. Tétel. Ha feR[a,b] és fe€D'[a,b], vagyis [ kielégiti a Newton-Leibniz-tétel feltételeit,
akkor f primitiv figguényeinek [ f halmaza megegyezik f integrdlfigguvényeinek halmazdval.
Ez azt is jelenti, hogy ekkor f integrdalfigguényei differencidlhatok, és derivdltjuk éppen f.

Bizonyitds. Legyen F a f egy primitiv fiiggvénye, vagyis F' = f. Ekkor a [3.24] Newton-
Leibniz tétel szerint barmely z € [a, b] esetén

j f = Fla)~F(a),

tehat F' egy integralfiiggvény c:= F(a) valasztéassal.
Forditva, legyen

F(x):= c+jf.

Rogzitsiik f egy Fy primitiv fiiggvényét — ez a feltétel alapjan létezik. A Newton-

Leibniz tétel alapjan

F(x)—c:/f:Fo(x)—Fg(a),

amibdl F(z) = Fy(z)+d, d = c— Fy(a), tehat F' is primitiv fiiggvénye f-nek. O

Annak idején a [2.8] Tételt, vagyis hogy minden folytonos fiiggvénynek van primitiv fiig-
gvénye, bizonyitas nélkiil mondtuk ki. Most elérkeztiink oda, hogy ezt a tételt igazoljuk.
Mivel egy folytonos fiiggvény Riemann-integralhato is, a most belatott tétel alapjan prim-
itiv fliggvénye csak integralfiiggvénye lehet, és innen a bizonyitas konnyen adodik.

3.39. Tétel. Ha f € Ra,b] és [ folytonos az u € [a,b] helyen, akkor f bdarmely F inte-
grdlfiigguénye differencidlhatd u-ban, és derivdltja F'(u) = f(u).

Bizonyitds. Legyen
F(z) :c+/f, x € [a,b].

Megmutatjuk, hogy minden ¢ > 0-hoz létezik olyan ¢ > 0, hogy ha = € [a,b], |x —u| <,

x # u, akkor

— f(u)

r—u

'F(x):F(U)
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Ebbé6l mér kovetkezik, hogy

F(x)—F
lim Fla) = Flu) _ F'(u) = f(u).
Tou T —U
Mivel f folytonos u-ban, ezért e-hoz létezik olyan § > 0, hogy ha x € [a, b], |z —u| <4, akkor
|f(z)— f(u)] < e. Megmutatjuk, hogy ez a 0 jo lesz. Legyen z € [a,b], |z —u| < rogzitve,
és tegyiik fel, hogy = > u. A F fiiggvény definicioja és a(3.29] Allitas szerint

T

- xiu/xf(t)dt—xiu/xf(u)dt = xiu/(f@)—f(u» dt

u

—f(u)

‘F(x):F(U)

A Kovetkezménybdl kapjuk, hogy

F(z)—-F(u
%—f@) <sup{|f(t)— f(u)]:t € [u,z]} <e.
Az x <wu eset hasonléan bizonyithato. 0

3.40. Kovetkezmény. Ha f € Cla,b|, akkor f-nek van primitiv fiigguénye [a,bl-n (éspedig
barmely integrdlfiggvénye az).

3.41. Alkalmazas. Riemann-integralas alkalmazasaval igazolhat6 az an. Wallis-formula:

e (2i)?
JE‘&OH @i 1)-(2i+ 1)

Y

.
2
Id. Csaszar 11.2.27.

4. IMPROPRIUS INTEGRAL

Ki szeretnénk terjeszteni a Riemann-integral fogalméat nyilt, félig nyilt és nem korlatos
intervallumokra.

4.1. Definici6. Legyen I nemelfajul6 intervallum, f: I — R fiiggvény. Azt mondjuk, hogy
f lokdlisan integrdlhato I-n, ha
[l € Rla, b]
minden [a,b] C I esetén. Jelolés: RY¢(I).
4.2. Megjegyzés. Konnyen lathato, hogy ha I = [a,b], akkor R'¢[a,b] = R|a, b].

4.3. Definicié. Ha f € R!°°(I) ,akkor f integrdlfiiggvényei az I-n értelmezett

Iax»—>c+/f

alaku fiiggvények, ahol ce R, u € I.

4.4. Definici6. Legyen I nemelfajul6 intervallum, f: I — R fiiggvény. Azt mondjuk, hogy
f impropriusan integrdlhaté I-n, ha f € R'°¢(I) és f-nek létezik olyan F integralfiiggvénye
I-n, melyre

dlim FeRé d lim FeR.
inf 740 sup I—0
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Ekkor f improprius integralja I-n:
sup I
/f:: / f:sulglln—OF_inlflfniOF.
1 inf I
4.5. Megjegyzés. Ha a fenti feltételek mellett a limiys 70 £ és limgyp -0 £7 hatarértékek
léteznek, de egyikiik végtelen, a mésik véges; vagy ellenkez§ elGjelii végtelenek, akkor szokas
azt mondani, hogy f improprius integralja (+ vagy —) végtelen.
4.6. Példa.
I. I:=1[0,400), f: I =R, f(x)=e¢"
II. I:=[1,+00), f: I =R, f(z) ==
II. I:=(0,1], f: I =R, f(z)=

4.7. Megjegyzés. Ha f € R[a,b], akkor a[3.37] Tétel szerint F' integralfiiggvénye folytonos az
a és b végpontokban, ezért hatarértékei is 1éteznek, és megegyeznek a helyettesitési értékkel.

1
T

4.8. Lemma (Fiiggvény hatarértékére vonatkozo Cauchy-kritérium). Legyen F' értelmezve
az I\{xo} halmazon, ahol I intervallum, xo € I (vagy xy = +00 vagy xo = —o0). Ekkor
F-nek pontosan akkor van véges hatdrértéke az xo helyen, ha a kivetkezd feltétel teljesiil:
minden € > 0 szdamhoz létezik 0 > 0 ugy, hogy ha |x—x¢| <0 és |y—xo| <9, z,y # xo (ill.

T,y >0, rg=+00 esetén; x,y < —0, rog = —00 esetén), akkor
|F(x)—F(y)| <e.
Bizonyitas. Kovetkezik a fiiggvény-hatarértékre vonatkozo atviteli elvbél. O

4.9. Tétel (Cauchy-féle sziikséges és elégséges feltétel improprius integralhatosagra). Legyen
I nemelfajuls intervallum, f € R(I). Ekkor f pontosan akkor impropriusan integrdlhato
I-n, ha minden € > 0 esetén léteznek olyan a,be I, inf I <a <b<supl szimok, hogy

ha inf I <u<wv<a, akkor /f <e,

hab<u<wv<supl, akkor /f <e.

Bizonyitds. Kovetkezik abbol, hogy ha F integralfiiggvénye f-nek I-n, akkor

/vf:F(v)—F(u).

Alkalmazzuk az el6bbi tételt F-re. O

4.10. Példa. .
_ sinx

[l 4+00) = R, f(z) =

x
Parcialis integralassal kapjuk:

/sintdt: —cost v_/costdt.
t t . 2

u
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Ebbgl
/Sintdt _ —cosv+cosu_/costdt
t v U 12
— COos v COS U cost 1 1 1
< +) A e e 1
v U t2 v 12
1 1 { 1}” 2
<—+-+|—| ==<g,
vou tu U
ha§<u<v.

4.11. Tétel (Osszehasonlito kritérium). Legyen f€ R'¢(I). Tegyiik fel, hogy léteznek o, B€
el,infl <a<p<supl szamok és

g1:IN(—o00,a] —[0,400), g2 : IN[B,+00] — [0, +00)
fiigguények, melyek improprius integralhatok, és majordljdk f-et, vagyis
Vo € D(g)): |f(@)] < gi(w) és Vo € D(ga) : | f(x)] < ga(a).
Ekkor f improprius értelemben integralhato [-n.

Bizonyitds. A fenti Tétel szerint 1éteznek a,b€R, inf [ <a <« és f<b<sup I szamok,
hogy

ha inf I <u <wv < a, akkor /glz/gl<€,
és
ha b <u < v <supl, akkor /gz :/92<5.

Ebbél a [3.30, Allitas és a Kovetkezmény alapjan inf I < u < v < a esetén

/vf S/v|f|§/v91<5a
/vf S/v|f|§/v92<€-

Igy az allitas a[1.9] Tételbol kovetkezik f-re. O
4.12. Példa.

és b <u <wv<supl esetén

2

fi(=00,+00) =R, f(z):=e""
Vi € (—oo,—1]: e <e®, Vo e[l,400) e <e®

4.13. Kévetkezmény. Ha f€ R'*°(I) és |f| improprius értelemben integrdlhato I-n, akkor
f is improprius értelemben integrdlhato I-n.
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Bizonyitds. Alkalmazzuk a fenti [4.11] Tételt tetszéleges a, G € I, infl < a < [ <supl
szamokra és
g1:=fl1 100001 € g2 := || [ 1n(B,4]
fliggvényekre. O
4.14. Alkalmazas. Improprius integral alkalmazasaval igazolhato az an. Stirling-formula :
nl~n"-e"-\2mn,

Id. Cséaszar 1V.1.40.

5. NUMERIKUS SOROK

Legyen (a,) szamsorozat. Képezziik ebbdl a kovetkezs 1j szamsorozatot:

n
S1:=ay, Sg:=a1+asg, S3:=a;+azx+as,...,S,:=ai+ax+---+a, = E A,y . ..

=1

Az 4j (s,) sorozatot jellje

Z an =: (Sn),

ahol s, =>""  a;.

=1

5.1. Definici6. Az (a,) sorozatbol a fenti modon képezett > a,, sorozatot az (a,,) soroza-
thoz tartozo (végtelen) sornak nevezziik.

5.2. Definici6. Legyen Y a,, := (s,), Sp = Y ., @i, ekkor az s, szamot a Y a,, sor n-edik
részletiosszegének vagy szeletének nevezziik (n-edik elem helyett). Ha létezik lim,, o sp,
akkor ezt a véges vagy végtelen szamot a > a, sor dsszegének nevezziik, és jeloljiik:

oo

E a,:= lim s,.
n—oo

n=1

Azt mondjuk, hogy a > a, sor konvergens, ha lim,_ . s, 1étezik és véges. Minden mas
esetben (tehat ha ez a hatarérték végtelen vagy nem létezik) azt mondjuk, hogy > a,
divergens.

5.3. Példa. Fontos példa végtelen sorra az tn. geomelriair sor. Legyen q € R, a,, :=q"

képezziik ebbdl a g™ sort. Ekkor az ismert azonossag alapjan

, 68

n . ) l_qn+1
D I R
=0

Vilagos, hogy (s,) pontosan akkor konvergens, ha |¢| < 1 és ekkor

E q" = lim s, = —.
= n—00 1—q

Ha ¢ > 1, akkor

[e.9]

Y " =00,

n=0

ha pedig ¢ < —1, a sornak nem létezik sszege.
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5.4. Tétel (Cauchy-kritérium sorok konvergencidjara). A > a, sor pontosan akkor kon-
vergens, ha minden € > 0 szdmhoz létezik N(¢) = N € N dgy, hogy minden n > m > N

esetén
n

> @

1=m-+1

<eé&.

Bizonyitds. Alkalmazzuk a sorozatokra vonatkozo Cauchy-kritériumot az (s,) sorozatra,
ahol s, =>""  a;. O

5.5. Kovetkezmény. Ha ) a, konvergens, akkor a, — 0.

Bizonyitds. A fentip.4] Cauchy-kritérium alapjan ) a, konvergenciajabol kovetkezik, hogy
minden e > 0 szamhoz létezik N(e) = N € N ugy, hogy minden n > N esetén (m :=n—1
valasztéssal)

=la,| <e,

n
> ai
i=n

ami épp az (a,) sorozat 0-hoz tartasat jelenti. O

Rogton latni fogjuk, hogy a fenti kdvetkezmény megforditdsa nem igaz, tehit van olyan
(@) 0-hoz tartd sorozat, hogy > a, nem konvergens. Tehat az (a,) sorozat 0-hoz tartasa
sziikséges, de nem elégséges feltétel a > a,, sor konvergenciajahoz.

5.6. Allitas. A ,
P
tn. harmonikus sor divergens.

Bizonyitds. Tetsz6leges n esetén

i LU SN SRS S
ai —_— - e N n-——= =,
] n+l n+2 2n 2n 2
ezért az . Cauchy-kritérium nem teljesiilhet a harmonikus sorra ¢ < % esetén. OJ

5.7. Definicio. A ) a, sort pozitiv tagi sornak mondjuk, ha minden n-re a, > 0.

5.8. Allitas. Pozitiv tagi sornak létezik Gsszege. Ez pontosan akkor véges, vagyis a pozitiv
tagu sor pontosan akkor konvergens, ha a sor részletésszegeinek sorozata feliilrdl korldtos.

Bizonyitds. Ha > a, pozitiv tagi, akkor a részletdsszegeibdl allo (s,) sorozat monoton
nove, ezért van hatarértéke. Ez pontosan akkor véges, ha a sorozat feliilrdl korlatos (egyébként
pedig +00). O

5.9. Definici6é. A ) a, sort abszolit konvergensnek mondjuk, ha a ) |a,| konvergens.
5.10. Allitas. Ha a 3" a, sor abszolit konvergens, akkor konvergens is.

Bizonyitds. Ellendrizziik a Cauchy-kritériumot. Legyen € > 0. Mivel Y |a,| konvergens,
ezért létezik hozza N € N, hogy minden n > m > N esetén

n n
S adl= Y ail <e.

i=m+1 i=m+1
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Node a haromszog-egyenl6tlenség alapjan

n

>

i=m-+1

S i |CLZ‘|<€

i=m-+1

is teljesiil, amivel az allitast belattuk. O
Hamarosan latni fogjuk, hogy az allitas megforditasa nem igaz — tehat van olyan konvergens
sor, ami nem abszolut konvergens.

A kovetkezkben igazolunk néhény, adott sor konvergenciajanak eldontésére szolgalo hasznos
kritériumot.

5.11. Tétel (Osszehasonlito kritérium). Legyen 3. a, pozitiv tagi sor.

L Ha létezik olyan pozitiv tagi konvergens > b, sor, hogy valamely N € N-re a,, <b,
minden n > N esetén, akkor »_ a, is konvergens.

II. Ha létezik olyan pozitiv tagu divergens Y b, sor, hogy valamely N € N-re a,, > b,
minden n > N esetén, akkor > a, is divergens.

Bizonyitds. Mivel > a,, pozitiv tagi, ezért az . Allitas szerint konvergenciaja ekvivalens
a szeleteibdl alkotott sorozat korlatossadgaval. Ebbdl a tétel kovetkezik. [

5.12. Tétel (Cauchy-féle gyokkritérium). Legyen Y a, pozitiv tagi sor.
1. Ha létezik N € N és 0 < q <1, hogy minden n > N esetén

Vv an <q,
akkor a sor konvergens.
II. Ha létezik N € N és g > 1, hogy minden n > N esetén

Vv n > q,

akkor a sor divergens.

Bizonyitds. A feltételekbdl kovetkezik, hogy az 1. esetben elég nagy n-re

an < q"
ill. a II. esetben

an > q".
Igy az [5.11] Tétel L. ill. TI. esete alkalmazhaté a >_ a, és a 3 ¢" sorokra, amibdl az allitas
kovetkezik. O

5.13. Megjegyzés. A fenti tétel 1. esete fennall, ha

lim a, <1,

II. esete fennall, ha

lim a, > 1.

n—oo

5.14. Kévetkezmény. Ha a ) a, sor olyan, melyre

lim /|a,| <1,

n—oo

akkor a sor abszolit konvergens, igy konvergens.

5.15. Tétel (D’Alambert-féle hanyados-kritérium). Legyen > a, olyan pozitiv tagi sor,
melyre a, >0 minden n € N esetén.
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I Ha létezik N € N és 0 < q < 1, hogy minden n > N esetén
Ap+1

<q,

Qn
akkor a sor konvergens.
1. Ha létezik N € N és ¢ > 1, hogy minden n > N esetén

Ap+1

> q,
Qn,
akkor a sor divergens.
Bizonyitds. n > N-re az 1. esetben
n— ay
an+1<q.an<q2.an_1<...<q N.aN:q—N.qn7
a II. esetben a
n— N
Gn+1>(1'an>q2'an—1>"'>q N'GN:q—N'qn-
Jelolje c:= 2 konstansot. Igy az ﬂ Tétel I ill. I1. esete alkalmazhato a > a, ésac-y_ ¢"
sorokra, amibdl az allitas kovetkezik. [

5.16. Megjegyzés. A fenti tétel 1. esete fennall, ha
. An+1
lim

<1,

n—oo an
IT. esete fennall, ha

lim
n—oo an

Ap+1 > 1.

5.17. Koévetkezmény. Ha a ) a, sor olyan, melyre

) a
lim |-+t <1

n—oo

Y

Qn
akkor a sor abszolut konvergens, igy konvergens.

5.18. Definici6. A ) a, sort vdltakozo eldjeliinek mondunk, ha a; >0,as <0,a3 >0, ...,
vagy forditva, a; < 0,ay > 0,a3 <0, ...

5.19. Definici6. A > a, sor Leibniz-sor, ha valtakozo elGjeld, és a tagok abszolit érkékeibdl
képezett (|a,|) sorozat szigorian monoton fogyo és tart 0-hoz.

5.20. Tétel (Leibniz-tétel). Minden Leibniz-sor konvergens.

Bizonyitds. Feltehets, hogy a; >0 (tehat minden n-re as, 11>0 és as, <0). Kénnyen lathato,
hogy a paratlan sorszamu részletosszegekbdl képezett (sa,41) sorozat szigortian monoton
fogyo, vagyis

§1>83> > Soupp1 > ..,
a paros sorszamu részletosszegekbdl képezett (sa,) sorozat pedig szigorian monoton nova,
vagyis

Sog LSy <o < Sy <o

Igy mindkét sorozatnak létezik hatarértéke, és mivel

San+1— Son = Gopg1 — 0, — 00,
ezért ezek megegyeznek. Ebb6l kdvetkezik, hogy a :=1im,, . s, is 1étezik, és mivel

51> San41 > San VN,



28 SIKOLYA ESZTER

ezért a € R. O]

5.21. Definici6o. Azt mondjuk, hogy a > a,, sor feltételesen konvergens, ha » a, konver-
gens, de > |a,| divergens, vagyis > a,, nem abszolut konvergens.

5.22. Példa. A

Z (_1)71—1

n
sor feltételesen konvergens: mivel Leibniz-sor, ezért az Tétel szerint konvergens, az
abszolut értékeibdl alkotott harmonikus sor viszont az #Allitas szerint divergens.

6. FUGGVENYSOROZATOK, FUGGVENYSOROK

6.1. Fiiggvénysorozatok.
Legyen X CR, X #0.

6.1. Definici6. Minden n € N természetes szaimhoz hozzarendeliink egy f,,: X — R fiigg-
vényt. Az n— f, leképezést fiigguénysorozatnak nevezziik. Jelolésben (f,,)nen vagy (fn)-

6.2. Definici6. Legyenek adva az f: X — R, f,: X =R, n €N fiiggvények. Azt mondjuk,
hogy az (f,) fiiggvénysorozat az X halmazon pontonként tart az f fiiggvényhez, ha minden
r € X esetén

lim f,(z)= f(x).
Ekkor az f: X — R fiiggvényt az (f,) fliggvénysorozat limeszfiigguényének nevezziik, és
jeloljiik:
lim f, = f.
6.3. Példa. Legyen X :=(—1,1], f.(z) := 2™, n € N. Ekkor lim,, ., f, = f, ahol

o= {1 S

6.4. Definicié. Legyen (f,) tetszéleges fiiggvénysorozat, f, : X — R, n € N. E sorozat
konvergenciahalmaza a

KH(f,) =KH={z € X : (f.(z))nen konvergens} .

6.5. Példa. Legyen X :=R.
L fu(z) :=a", KH(fn) = (=1,1];
IL fo(z) == KH(f,)=R.
Gondoljuk meg, hogy mit jelent: (f,) az X halmazon pontonként tart az f-hez?
Vee X : folz) — f(x),n — o0

]
Vr € X-re Ve > 0-hoz AN (e,x2) = N : Vn > N esetén |f,(z)— f(z)| <e.

A kovetkezGkben bevezetiink egy olyan konvergenciafogalmat, ahol a fenti definicidban
létez6 N kiiszobindex nem fiigg z-t6l (csak e-tol), vagyis ugyanaz az N jo az egész X
halmazon.
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6.6. Definici6. Legyenek adva az f: X — R, f,: X =R, n €N fiiggvények. Azt mondjuk,
hogy az (f,,) fiiggvénysorozat egyeletesen tart f-hez az X halmazon, ha

Ve > 0-hoz IN(e) = N :Vn > N esetén |f,(z)— f(z)| <e Vr e X-re.
Ezzel ekvivalens:

Ve > 0-hoz IN(g) = N :¥n > N esetén sup |f,(x)— f(x)| <e,

rzeX -

amivel ekvivalens:

Ay 1= sg§|fn(:p)—f(a:)| — 0,n — oo. (6.1)

Jelblésben:
fo—f X-en.

A definicioban szerepld ekvivalens megfogalmazasok koziil az utolsot, (6.1)-t hasznaljuk a
leggyakrabban konkrét fiiggvénysorozatok egyenletes konvergenciajanak eldontésére.

6.7. Megjegyzés. Ha f, — f az X halmazon, akkor (f,,) pontonként is tart f-hez X-en.

6.8. Példa.
I. Legyen X :=[0,1] és definidljuk a kdvetkezs fiiggvénysorozatot, 1d. [I] abra. Mivel

ifn

1

S|

1
2n

1. 4bra. Példa pontonként de nem egyenletesen konvergens fiiggvénysorozatra

minden x € [0,1] esetén létezik olyan N € N, hogy % <z, ezért f,(r)=0,han>N,
tehat f,(x) — 0,n — oo. Tehat f, — f =0 pontonként X-en. Méasrészt vilagos,
hogy

sup |fu(2)— f(z)|=1-0,

xz€[0,1]

tehat (f,,) nem egyenletesen konvergens X-en.
II. Legyen X:=[0,1], fu(z):=2", neN. A[6.3] Példa alapjan (f,) pontonként konvergal
X-en a
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tehat
sup |fn(2) = f(z)| =10,

z€[0,1]

(fn) nem egyenletesen konvergens.

Probléma. Az ( f,) fiiggvénysorozat milyen tulajdonsagai 6roklédnek at a lim f,, fliggvényre?
Ha f, — f pontonként, akkor vannak ellenpéldak.
Ha f,, — f, akkor vannak tételek.

1. Folytonossag

Ellenpélda:

6.9. Példa. Tekintsiik a[2] abrat. Konnyen lathato, hogy lim, .., f,, = f, minden n-re f,
folytonos, viszont f szakad 0-ban.

Jn f

1 1

3=

2. dbra. Példa pontonként konvergens folytonos fliggvények sorozatara, ahol a
limeszfiiggvény nem folytonos

6.10. Tétel. Legyen (f,) olyan figguénysorozat, melyre az f, : X — R, n € N fiigguények
folytonosak valamely o € X pontban, valamint f, — f X-en. Ekkor f is folytonos xq-ban.

Bizonyitds. Legyen e > 0 rogzitve. Megmutatjuk, hogy van olyan 6 > 0 szam, melyre ha
|z — 0| < 0, akkor | f(z)— f(xo)| <e. A[6.6] Definici6 szerint €/3-hoz talalunk olyan N € N
kiiszobindexet, hogy |f.(z) — f(z)| < /3 minden = € X esetén, ha n > N. Speciélisan,
|fv(z) — f(z)| < e/3 minden = € X-re. Mivel fy folytonos x¢-ban, azért /3-hoz létezik
olyan § > 0, hogy ha |x — x| < 0, akkor | fx(z) — fa(xo)| < £/3. Megmutatjuk, hogy ez a §
jo f-hez. Legyen x olyan, hogy |z — x| < 0. Ekkor a haromszog-egyenlGtlenség alapjan

[f (@) = f(wo)| < [f(x) = fn (@) + | f (@) = fv (o) |+ [ (0) — f (o)

O

6.11. Kovetkezmény. Legyen (f,) olyan figgvénysorozat, melyre az f, : X - R, n €N
figguények folytonosak az egész X halmazon, valamint f,, — f X-en. Ekkor f is folytonos
X-en.
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2. Riemann-integralhatosag

Probléma. Ha I =|a, b] korlatos és zart intervallum, (f,,) tagjai Riemann-integralhatok I-n,

b b
fn — . Igaz-e, hogy ekkor f is Riemann-integralhaté I-n, ill. hogy [ f, — [ f?

Ellenpéldak:

L

I1.

Rendezziik sorba a [0,1] intervallumba es§ raciondlis szamokat:

@ﬂ[O,l] = {7”1,7‘2,7’3, .. }

Definialja
]-7 TETL, T2y Tny,
fulwyi={ b e /
0, kiilonben,
vagyis az {ry,rs,...,r,} halmaz karakterisztikus fiiggvényét. Konnyen lathato(!),

hogy f. € R[0,1]. Mésrészt lim,,_., f, = D, ahol

D@y:{L z € Qn[0,1]

0, kiilonben,
az un. Dirichlet-fligguvény.
6.12. Allitas. A Dirichlet-fiigguény nem Riemann-integrdlhatd [0,1]-en.

Bizonyitds. Mivel minden intervallumban van racionélis és irracionalis szam is,
ezért a D(z) fiiggvény tetszileges als6 kozelits osszege 0 és tetszoleges felss kozelits
osszege 1. Tehat a[3.8] Definicioban szereplé Darboux-féle also és felss integralokra

1

1
/D:Oés / D=1,
0*

0

ezért D nem Riemann-integralhato. 0]

Tekintsiik a[3] abran lathato fiiggvénysorozatot. A[6.8/1. Példaban meggondolt mo-

3=

1

1
2n

3. abra. Ellenpélda Riemann-integralhatosagra
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don lathato, hogy (f,,) pontonként (de nem egyenletesen) tart az f =0 fliggvényhez
[0,1]-en. Méasrészt f és minden n-re f, is Riemann-integralhato [0,1]-en, és

1 1
1 1 1
n— —" —_ = — = :O7 — Q.
/of n27T 2 /of "

6.13. Tétel. Legyen [a,b] korldtos és zdrt intervallum, legyen (f,) olyan figgvénysorozat,
melynek tagjai Riemann-integrdlhatdk [a,b]-n, és f, — [ az [a,b] intervallumon. Ekkor f
is Riemann-integrdlhato [a, b]-n, valamint

e from 1= [

Bizonyitds. Ahhoz, hogy f € R[a,b] legyen, a [3.12] Tétel alapjan elegendd, hogy minden
£ > 0 szamhoz létezik olyan ® = ®(¢) € Fla, b] felosztas, melyre Q¢(P) < e. Legyen € >0
rogzitve. Mivel f,, — f, ezért e-hoz létezik olyan NV € N kiiszobindex, hogy minden n > N
esetén |f,(x) — f(x)| < e minden z € [a,b] pontra. Specidlisan, |fy(z)— f(z)| < € minden
x € |a, b]-re.

Masrészt ha I C [a, b] tetszbleges intervallum, x,y € I, akkor

[f (@) = f()| < |f (@) = fv(@) |+ [ () = fn ()| + [ (y) = £ ()]
<e+ ’fN($) —fN(y)] +e€.

Mindkét oldalon z,y € I-ben szuprémumot véve kapjuk, hogy
wi(I) = sup |f (@) = f(y)l <22+ sup [fv(2) = ()] = 2 +wp (1). (6.2)
T,ye

xz,yel

Mivel fy € Rla,b], ezért € > 0-hoz talalunk olyan ® = {1, I5,...,I,} € Fla, ] felosztést,
hogy Qy, (®) <e. Tekintsiik f ezen felosztashoz tartozo oszcillacios Gsszegét. Ekkor a (6.2))
becslés alapjan

wa |I|<Z (2e4wyy (L)) |Li] =2¢(b—a +waN |1

i=1
= 25(b—a)+QfN(<I>) <e-(2(b—a)+1).
Ebbdl kovetkezik, hogy f Riemann-integralhaté [a, b]-n
b b
Most igazoljuk, hogy [ f, — [ f, n— co. Mivel f, — f, azért a 1) miatt
an :=sup |fn—f] — 0, n — oo.

[a,0]
Ebbdl a [3.31] Kovetkezmény szerint

/bfn—/bf = /b(fn—f) S/b!fn—f\ﬁan'(b—@)ﬁovnﬁoo-

3. Differencialhatosag

Probléma. Milyen feltételek mellett 6roklodik a differencidlhatosag a limeszfiiggvényre,
feltéve, hogy az (f,,) fliggvénysorozat tagjai differencialhatok?
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Ellenpélda:

6.14. Példa. Tekintsiik a [l &bran lathato fiiggvénysorozatot. Nyilvanvalo, hogy az f,
fiiggvények differencialhatok, és elérhets, hogy egyenletesen tartsanak az f(x) = |z| flige-
vényhez — ami viszont 0-ban nem differencialhato.

Jn

-1 1

4. adbra. Példa differencialhato fiiggvényekbdl all6 sorozatra, ahol a limeszfiiggvény nem
differencialhato

Az el6bbi példa alapjan az egyenletes konvergenciatol eltérs feltételeket kell tenniink a
fliggvénysorozatra, hogy a differencidlhatosag megérz6djon a limeszfiiggvényre.

6.15. Tétel. Legyenek az (f,) figgvénysorozat tagjai az I=[a, b] intervallumban folytonosan
differencidlhato figguények (vagyis minden f, differencidlhaté és az f), folytonos I-ben),
tovdbbd tegytik fel, hogy

(1) xo € I, hogy az (fn(x0))nen szdmsorozat konvergens;
(1) g : I — R fiigguény, hogy f. — g I-n.

Ekkor létezik f: I — R figguény, hogy fn, — f, emellett f'=g.

Bizonyitds. Jelolje ¢ :=1im,, ., fn(zo) € R. Mivel f! folytonos Vn és f/ — g I-ben, ezért
a Koévetkezmény szerint g is folytonos I-n. Jelolje
f(2) ::c—l—/ g, x €I (6.3)
z0

Mivel g folytonos I-ben, ezért a|3.39] Tétel szerint integralfiiggvénye folytonosan differen-
cialhato, igy a fenti f : I — R is folytonosan differencialhato, és

f'(z) = g(x) minden z € I-re. (6.4)

Alkalmazzuk most a Newton-Leibniz Tételt az f fiiggvényre (ez megtehets, mivel
folytonos, tehat Riemann-integralhato, és van primitiv fiiggvénye, f,):

/ P = = Fule)— fulwo) = fale) = Fulwo) + / poveel  (65)



34 SIKOLYA ESZTER

Ha kivonjuk a (6.5 formulabdl a (6.3))-t, ennek abszolit értékére kapjuk a kovetkezd bec-
slést a [3.31] és a [3.33] Kovetkezmények alapjan:

Fa(@) — F@)| < fulwo) =]+ / x(f;—g>‘ < |fulw) =l + / "1

b
<UnGaw) —cl+ [ =01 < fulan) ~cl+ (sup =1 ) - 0.

Az igy kapott becslés mar x-t6l fiiggetlen, tehat
sup ()= £0)| < i) ~cl+ (500112 =1 0 0)
HAS
is teljesiil. Mivel ¢ = lim,, . fn(z0), azért a jobb oldal 1. tagja 0-hoz tart, tovaibba mivel
' < g, a 2. tag is 0-hoz tart, ha n — co. Ezzel a (6.1)) alapjan igazoltuk, hogy f, — f az

n

I-n. Masrészt (6.4) alapjan f' = g is teljesiil I-ben, amivel a tételt belattuk. O

6.16. Kovetkezmény. Legyenek az (f,) figgvénysorozat tagjai az I = [a,b] intervallum-
ban folytonosan differencidlhato figgvények (vagyis minden f, differencidlhaté és az f)
folytonos I-ben), tovdbbd tegyiik fel, hogy

(i) 3f : I — R fiiggvény, hogy f, — f pontonként I-ben;

(i7) g : I — R figguény, hogy f! — g I-n.
Ekkor f, — f is teljesiil, emellett f' = g.
6.2. Fiiggvénysorok.
Ebben az alfejezetben X C R, X # () halmazt jelol.

6.17. Definicié. Legyenek az (f,,) fliggvénysorozat tagjai az X-en értelmezett fiiggvények.
Képezziik ebbdl a kovekezd 1 fiiggvénysorozatot:

Sp, ::Zfi, n=12,..., (6.6)
i=1

azaz minden x € X esetén s, () =Y., fi(z). Ezt az (s,) fiiggvénysorozatot az eredeti
(fn) fiiggénysorozathoz tartozo fiigguénysornak nevezziik, és jeloljik:

an = (Sn)

A > f, fiiggvénysor tehat annyi numerikus sor, ahany eleme van X-nek, ui. minden z € X
esetén Y f,(z) egy numerikus sor.

6.18. Definici6. Legyen Y f, tetszéleges fiiggvénysor. Ekkor a (6.6)-ben definialt s,, fiigg-
vényt a fiiggvénysor n. szeletének vagy részletdsszegének nevezziik. Jelolje

KH = {x € X :3 lim sn(:ic)}.

n—oo

Jelolje f: KH — R azt a fiiggvényt, melyre
f(z)= lim s,(x), ze€KH,

vagyis az (s,) fiiggvénysorozat limeszfiiggvényét. Ekkor f-et a > f,, fiiggvénysor dsszeg-
fiigguényének neveziik és jeloljiik:
f = Z fn-
n=1
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6.19. Definicio. Azt mondjuk, hogy > f, fliggvénysor a K C X halmazon pontonként
konvergens, ha a sor szeleteibdl allo (s,) fliggvénysorozat pontonként konvergens K-n,
vagyis létezik f: K — R fliggvény, hogy minden z € K esetén s,(z) — f(x). Azt mondjuk,
hogy a > f, fiiggvénysor a K C X halmazon egyenletesen konvergens, ha létezik f: K —R
figgvény, melyre s, — f a K-n. Mindkét esetben f=>"" f,.

Probléma. Egy el6re megadott K C X halmazhoz van-e olyan fiiggvénysor, melynek kon-
vergenciahalmaza K7 Legyen g: X — R a kévetkez§ fiiggvény :

g(x):= {(1)7 i; §7 (6.7)

Ekkor a > (—1)"g fiiggvénysor K-n konvergens, azon kiviil nem.

A kovetkezdkben a fiiggvénysorozatoknal megismertekhez hasonld allitasokat mondunk ki
arra vonatkozolag, hogy a fiiggvénysor tagjainak milyen tulajdonsagai és milyen feltételek
mellett 6roklédnek az dsszegfiiggvényre.

6.20. Tétel. Legyenek a ) f, fliggvénysor tagjai az X halmazon értelmezett valds értékd
figguények, és teqyiik fel, hogy a sor egyenletesen konvergens X -en. Ha emellett valamely
o€ X pontban a fiigguénysor minden tagja folytonos, akkor az f:=3 | f, dsszegfiggvény
is folytonos xq-ban.

Bizonyitds. A feltételbsl kovetkezik, hogy az s, := > | fi részletosszegek mindegyike
folytonos zg-ban. Igy a Definici6 és a Tétel alapjan a bizonyitéas kész. OJ

6.21. Kovetkezmény. Legyenek a Y f, figguénysor tagjai az X halmazon értelmezett
valds értékd fiigguények, és teqyiik fel, hogy a sor egyenletesen konvergens X -en. Ha emellett
a figguénysor minden tagja folytonos az X halmazon, akkor az f:=3""" | f. dsszegfigguény
is folytonos X -en.

6.22. Tétel. Legyen I:=[a,b] korldtos és zdrt intervallum, legyenek a >, f,, figgvénysor tag-
jai az I intervallumon Riemann-integrdlhato figguények. Ha emellett o > f, figguénysor
egyenletesen konvergens I-n, akkor az f:=>""" | f, 0sszegfiigguény is Riemann-integrdlhato

I-n, valamint
b

jfj(if) -y &

n=1
a

Bizonyitds. Jelolje s, =Y., fi a fliggvénysor n. szeletét. Mivel minden f; Riemann-
integralhato [a, bl-n, azért a [3.27, Allitds alapjan s, € R|a,b]. Tovabba s, — f I-n, ezért
a Tételbdl kovetkezik, hogy f € Rla, b], valamint

b b, ) b } b b
J (Zf):&@oZ /f > ([n :a/f'

1 a

lim [ s, = lim
n—oo n—oo
a

O
6.23. Tétel. Legyen I =]a,b], legyenek a Y f, figgvénysor tagjai folytonosan differencidl-
hatok I-ben. Tegyiik fel tovdbbd, hogy

(i) Axo € I pont, melyben a >, fn(xo) numerikus sor konvergens;
(ii) a Y fl figguénysor egyenletesen konvergens I-n.
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Ekkor az eredeti Y f,, figgvénysor is egyenletesen konvergens I-n, emellett f =3 " f,
jeloléssel f is folytonosan differencidlhato I-n és

=Y 1.
n=1

Bizonyitds. A feltételekbdl kovetkezik, hogy a|6.15] Tétel feltételei teljesiilnek a > f,, fiig-
gvénysor részletosszegeibdl képezett (s,,) fiiggvénysorozatra. Ez alapjan az allitas konnyen
belathato. O

6.24. Kovetkezmény. Legyen I = [a,b], legyenek a Y f, figgvénysor tagjai folytonosan
differencidlhatok 1-ben. Tegyiik fel tovdbbd, hogy

(1) a > fu fligguénysor pontonként konvergens I-ben ;
(ii) a Y fl figguénysor egyenletesen konvergens I-n.

Ekkor az eredeti y, f, fiigguénysor is egyenletesen konvergens I-n, emellett f:=> " f,
jeléléssel f is folytonosan differencidlhato I-n és

=Y 1.

Probléma. Megadhato-e jol hasznalhato feltétel arra nézve, hogy a > f,, fiiggvénysor egyen-
letesen konvergens legyen? (Fiiggvénysorozatok esetén a (6.1)) egy jol hasznalhato sziikséges
és elégséges feltétel.)

6.25. Allitas (Fiiggvénysorok pontonkénti konvergenciajanak Cauchy-féle feltétele). A
> fun figguénysor pontosan akkor pontonként konvergens X-en, ha minden x € X esetén
minden £ >0 szdmhoz taldlhato olyan N =N (e, x) €N kiiszobindex, hogy minden n>m> N
eselén

| frns1(z)+- -+ fu(z)] <e.

Bizonyitds. A feltétel minden z€X esetén az (s, (x)) szamsorozat konvergenciajara vonatkozd
Cauchy-féle kritérium, tehat a[6.19] Definicio alapjan az allitas kovetkezik. O

6.26. Allitas (Fiiggvénysorok egyenletes konvergenciajanak Cauchy-féle feltétele). A > f,
fligguénysor pontosan akkor egyenletesen konvergens X-en, ha minden € >0 szamhoz taldl-
hato olyan N = N(e) € N kiiszébindez, hogy minden n > m > N esetén

sup | fri1(z) -+ fu(z)] <e.

Bizonyitds. Az el6z6 allités és a Definici6 alapjan rogton kovetkezik. O
Az alabbi tétel a gyakorlatban a Cauchy-kritériumnal sokkal jobban hasznalhato.

6.27. Tétel (Weierstrass-féle kritérium fiiggvénysorok egyenletes konvergenciajara). Tegyiik
fel, hogy létezik eqy > a, pozitiv tagi, konvergens numerikus sor, melyre minden n €N ese-
tén
|fu(z)| <a, VreX, vagyis sup |fn(z)| < a,.
zeX
Ekkor >~ f. egyenletesen konvergens X -en.

Azaz, ha a Y fn figguénysor tagjai majordlhatok X-en egy pozitiv tagi konvergens nu-
merikus sor megfeleld tagjaival, akkor a fiigguvénysor egyenletesen konvergens X -en.
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Bizonyitds. Az Tétel szerint tetszéleges € > 0-hoz létezik N = N(¢) € N kiiszébindex,
hogy minden n > m > N esetén
G+ ] = g1+ Fa, <e.

Igy barmely n >m > N indexekre

sup ’fm+1<x)+' ’ +fn(x)| < sup |fm+1(x>|+' *++sup |fn($)| < A1+ Fap <€
zeX reX reX

is teljesiil, amivel a Cauchy-kritérium alapjan a tételt belattuk. O

6.28. Példa. Tekintsik a )
sinnx
>

. , . . , . , 1 1
fuggveny”sort. Mivel minden n-re és minden valos z-re |57 | < —7 és ) —7 konvergens,
azért a fiiggvénysor egyenletesen konvergens R-en.

6.3. Kis kitérd.

6.29. Definici6. Legyen (a,) tetszéleges szamsorozat. Tekintsiik ennek azon (ayp, ey rész-
sorozatait, melyeknek létezik (véges vagy végtelen) hatarértéke. Jelolje
H:= { lim a,, : Elklim ank} .

k—o00

H # 0 (1d. Laczkovich-T. Sos jegyzet 5.8. Tétel). Definidlja
lim sup a,, :=sup H,
liminf a,, :=inf H

véges vagy végtelen szamokat.

6.30. Megjegyzés. Ha az (a,) sorozatnak van hatarértéke, akkor
lim a,, = lim sup a,, = liminf a,,.

A lim sup és lim inf kovetkezd, konnyen lathato6 tulajdonsaga a tovabbiakban nagyon hasznos-
nak fog bizonyulni.

6.31. Allitas. Legyen (a,) korldtos szdmsorozat.

(i) Ha c>limsup a,, akkor létezik N € N kiiszobindex, hogy minden n> N esetén a, <c.
(ii) Ha c <liminf a,, akkor létezik N € N kiiszébindez, hogy minden n> N esetén a, > c.

Bizonyitds. Legyen ¢ > limsup a,. Azt fogjuk belatni, hogy (a,)-nek csak véges sok indext
tagja nagyobb c-nél. Tegyiik fel indirekt, hogy végtelen sok sorozatelem nagyobb c-nél,
vagyis letezik olyan (an, )ren részsorozata (a,)-nek, melynek minden eleme nagyobb, mint
c. A Laczkovich-T. Sos jegyzet fentebb is idézett 5.8. Tétele alapjan (a,, )ken-nak létezik
olyan (monoton) részsorozata, (ay, ), melynek van hatarértéke, és a feltétel szerint a limesz
nagyobb vagy egyenlG c-nél. Mivel ezen sorozat az eredeti sorozatnak is részsorozata, a
lim sup a,, definici6javal ellentmondasra jutottunk. A lim inf-re vonatkoz6 allitds hasonldéan
lathato. OJ

Most az el6bbi allitas alapjan kimondjuk a végtelen sorokra vonatkozo Cauchy-féle gyokkritéri-
um egy masik valtozatat.

6.32. Tétel. Legyen > a, pozitiv tagi numerikus sor.
(i) Ha limsup {/a, < 1, akkor > a, konvergens.
(#7) Ha limsup {/a, > 1, akkor > a,, divergens.
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Ha limsup /a,, = 1, akkor semmit sem tudunk mondani.
Bizonyitds. (i) Legyen lim sup {/a, < 1. Ekkor létezik olyan 0 < ¢ < 1 szam, melyre

lim sup /a, < q < 1.
A 6.311(i) Allitas alapjan létezik N € N, hogy minden n > N esetén /a, < ¢, vagyis
az [.12| Tétel alapjan az allitast belattuk.
(17) Legyen limsup {/a, > 1. Ekkor a [6.29] Definicio alapjin ({/a,)-nek létezik olyan
( /@, ) részsorozata, melyre

lim ~/a,, > 1.

k—o0
Ebbél viszont kovetkezik, hogy az ( n/ay,), igy az (an,) sorozatelemek is egy indextdl
kezdve nagyobbak, mint 1, tehat (a,) nem tarthat 0-hoz. Az Kovetkezmény alapjan
az allitas adodik, Y a, nem lehet konvergens. O

7. HATVANYSOROK

7.1. Definicié. Legyenek cg, ¢y, o, ... valos szamok, a € R. Definidlja f,(x) :=c,(z—a)",
n=20,1,2,.... Ekkor a
> Jn

fiiggvénysor neve a kozepd hatvdnysor. A ¢y, ¢y, ca, ... szdmok a hatvanysor egyitthatoi. A
fenti hatvanysor n-edik szelete

n

sp(x) = Z ci(r—a)’

1=0

egy legfeljebb n-edfokt polinom.
Mostantol kezdve a = 0, tehat > ¢,2™ alakt hatvanysorokkal foglalkozunk.

2.

Itt a=0, co=c; =cog =---=1. Konvergenciahalmaza KH = (—1,1), 6sszegfiiggvénye
o 11—z

Probléma. Milyen halmaz egy Y ¢,z hatvanysor konvergenciahalmaza? Lattuk a (6.7)-
ben, hogy egy fiiggvénysor konvergenciahalmaza tetszéleges halmaz lehet. Vildgos, hogy
minden ilyen hatvanysor 0-ban konvergens: > ¢,0" = ¢. Kideriil, hogy a ) ¢,z" hat-
vanysor konvergenciahalmaza mindig egy 0 kozept intervallum.

7.2. Példa.

7.3. Definicio. Tetszbleges > ¢,x™ hatvanysor esetén jelolje
1
Ri=——7—7—
lim sup {/|cy|

a Cauchy-Hadamard képletet. Megéallapodunk, hogy %o :=0 (mint mindig), %::—i—oo (csak
itt).

(7.1)

A kovetkez§ tétel a hatvanysorok elméletének egyik legfontosabb allitasa.
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7.4. Tétel (Cauchy-Hadamard-Abel). A > ¢, 2" hatvanysor konvergenciahalmaza minden
esetben egy 0 kozeptd, R sugarid nyilt, zdrt vagy félignyilt intervallum, ahol R a szerint
van definidlva. Emellett a hatvanysor (R+#0 esetén) minden x € (—R, R) pontban abszolit
konvergens, vagyis > |c,a™| konvergens.

7.5. Megjegyzés. R =0 esetén KH = {0}; R = 400 esetén KH = (—00,4+00); 0 < R < 00
esetén KH = (=R, R) vagy KH = [-R, R] vagy KH = (=R, R] vagy KH = [-R, R).

Bizonyitds. A bizonyitést 3 lépesre bontjuk R lehetséges értékei szerint.
1. R=0 eset. Ekkor definici6 szerint limsup {/|c,| = +oo. Igy tetszéleges x € R\ {0} esetén

lim sup /|c ™| = |z|- <lim sup 1/ |cn|> = 400,
tehat a [6.32] Tétel (ii) pontjanak bizonyitasiaban meggondoltakhoz hasonloan a (|c,z™|)
sorozatelemek koziil végtelen sok nagyobb 1-nél, vagyis > ¢, 2™ nem lehet konvergens. Ezért
KH = {0}.
2. R = +00 eset. Ekkor definici6 szerint limsup {/|c,| = 0. Igy tetszéleges 2 € R esetén

lim sup v/ |c,a”| = |z|- (limsup Y/ cn]) =0<1,

tehat a|6.32, Tétel szerint a > ¢, 2™ sor abszolit konvergens. Igy KH = (—o0, +00).
3.0 < R < oo eset. Ha |z| < R, akkor

limsup v/|c,2"| = |z|- <limsup Vi |cn|> = % <1,

tehat a Y c,2" sor abszolut konvergens. Masrészt ha |x| > R, akkor

limsup v/|c,z"| = |z|- (hmsup Vi |cn|> = % > 1,

tehat a (|c,2"|) sorozatelemek koziil végtelen sok nagyobb 1-nél, vagyis > ¢,z™ nem lehet
konvergens. LJ

“ e,

Probléma. Mit lehet mondani a ) ¢,2™ hatvanysor egyenletes konvergenciajarol? Harom
allitast fogalmazunk meg, az utols6t nem bizonyitjuk.

7.6. Tétel. Ha a > c,x™ hatvdnysor konvergenciasugara R = +oo, akkor minden r > 0
mellett a hatvdnysor egyenletesen konvergens a [—r,r| korldtos és zdrt intervallumon.

Bizonyitds. A[7.4] Tétel alapjan a > ¢, 2™ hatvanysor abszolit konvergens az z=r pontban,
vagyis a »  |c,|r™ konvergens numerikus sor. Masrészt tetszéleges x € [—r, 1| esetén |x| <r,
gy

lepx™| < ep|r™.
Tehat a Weierstrass-kritérium alapjan > ¢,z" egyenletesen konvergens [—r, r]-en. [
7.7. Tétel. Legyen a Y c,x™ hatvdnysor konvergenciasugara 0 < R < 400, és legyen 0 <

< 0 < R. Ekkor a hatvdnysor egyenletesen konvergens a [—R+ 8, R — 8] korldtos és zdrt
intervallumon.

Bizonyitds. A . Tétel alapjan a ) ¢,x™ hatvanysor abszolut konvergens az x = R—¢
pontban, vagyis a > |¢,|- (R—0§)" konvergens numerikus sor. Masrészt tetszdleges
xr € [-R+0, R—0] esetén |z| < R—9, igy

|cna”| < len]- (R—0)".
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Tehat a Weierstrass-kritérium alapjan » . ¢,x™ egyenletesen konvergens az [— R+J, R—
—¢] intervallumon. O

7.8. Tétel. Legyen a Y c,x™ hatvdinysor konvergenciasugara 0 < R < 400, és legyen 0 <
<0<R.

(i) Hao KH = (=R, R], akkor ) c,a" egyenletesen konvergens a [—R+ 0, R] korldtos és
zdrt intervallumon.
(i) Ho KH = [—-R, R), akkor Y c,a™ egyenletesen konvergens a [—R, R— 6] korldtos és
zdrt intervallumon.
(iii) Ha KH=[—R, R], akkor > c,x™ egyenletesen konvergens az egész [—R, R| konvergen-
ciahalmazon.

Bizonyitds. Az el6z6 tétel bizonyitasdnak menete ott bukik meg, hogy nem tudjuk, x =
= R-ben ill. x = — R-ben abszolit konvergens-e a hatvanysor (csak konvergenciat tudunk),
ezért a Weierstrass-kritérium nem alkalmazhat6 a fenti modon. A bizonyitashoz az ezen
jegyzetben ki nem mondott Abel-féle egyenletes konvergencia-kritériumra van sziikség. [J

7.9. Kovetkezmény. A > c,a" hatvdinysor egyenletesen konvergens a konvergenciahalmaz
(konvergenciaintervallum) tetszdleges korldtos és zdrt részintervallumdn. (Ui. minden ilyen
belefoglalhatd eqy, a fenti dllitdsokban szerepld intervallumba.)

Ezek utan valaszt tudunk adni arra a kérdésre, hogy milyen tulajdonsagi lesz egy hatvany-
sor Osszegfiiggvénye.

7.10. Tétel. A > c,a" hatvanysor dsszegfigguénye az egész KH konvergenciaintervallu-
mon folytonos figguény. (Természetesen, ha a konvergenciaintervallum valamelyik végpont-
ja is hozzdatartozik KH-hoz, akkor ott az dsszegfiigguénynek csak egyoldali folytonossdgdrol
beszélhetink.)

Bizonyitds. Legyen xy€ KH tetszéleges pont. Ezt nyilvan tartalmazza, egy, a KH-ban lévé
korlatos és zart intervallum. Igy az allitas adodik a Tételbdl és a Kovetkezménybdl,
mivel a hatvanysor tagjai hatvanyfiiggvények, igy folytonosak xq-ban. [

7.11. Tétel. Legyen > c,a" tetszdleges hatvdnysor, jeldlje f az dsszegfiigguényét KH-ban,
azaz f(x):=> " cya", v € KH. Ekkor az [ dsszegfiigguény minden [a,b] C KH korldtos és
zart intervallumon Riemann—integrdlhatd (ugyanis az el6zd tétel alapjan folytonos), emellett

bn+1 _ an+1

/f dx—Z/cnm da;—ch :

azaz az 5sszegfdggveny integrdalja tagonkentz integraldssal nyerhetd.

Bizonyitds. Rogton adodik a Tételbol és a[7.9] Kovetkezménybdl, mivel a hatvanysor
tagjai hatvanyfiiggvények, igy Riemann-integralhatok [a, b]-n. O
A tovabbiakban megvizsgaljuk, milyen Osszefiiggés van a hatvanysor Osszegfiiggvényének
derivaltja(i) és a tagonkénti derivalassal nyert tjabb hatvanysor kozott.

7.12. Lemma. Legyen > c,a™ tetszdleges hatvdanysor, tekintsik a tagonkénti differen-
cidldssal nyert uj fligguénysort,

Z cona" Tt = Z Cpy1(n+1)z"

ami maga 1s hatvdnysor, az eredet: derivalt hatvanysora. A derivdlt hatvanysor konvergen-
ciasugara azonos az eredeti hatvinysor konvergenciasugardval.
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Bizonyitds. Ugyanis

limsup {/|cps1(n+1)| = <lim sup 1/ ]cn+1|) : (hm sup vn+ 1) = limsup <

Cn| - 1.

7.13. Példa. Tekintsiik a

—1)n1
j{: ( g "

hatvanysort. Ennek konvergenciasugara
1 1

ne :limsu -
lim sup {/ —(7171 : Pom

Konvergenciahalmaza a (—1,1] intervallum, mivel x = 1-ben egy Leibniz-sort kapunk, ami
konvergens; x = —1-ben viszont a sor
> (-
n )

ami nyilvanvaloéan divergens. A derivalt hatvinysor

S (-1

konvergenciahalmaza viszont csak a (—1,1) intervallum.

7.14. Tétel. Legyen > c,x™ olyan hatvdinysor, melyre R >0, jeldlje [ az dsszegfigguényét
KH-ban, azaz f(x):=3 .~ c,x", v € KH. Ekkor az [ Osszegfigguény a (—R, R) interval-
lumban differencidlhato, emellett

f(z)= chnx"_l = ch+1(n+1)x”, r € (—R,R),
n=1 n=0

tehdt az osszegfigguény derivdltja a derivdlt hatvanysor dsszegfiiggvénye.

Bizonyitds. Elég, ha az &llitas belatjuk tetszéleges [—R+d, R — §] korlatos és zart inter-
vallumra. Mivel a hatvanysor tagjai hatvanyfiiggvények, igy folytonosan differencialhatok
[—R+6,R—0]-n. A > fl => cpy1(n+1)2" derivalt hatvanysor egyenletesen konvergens
[—=R+ 0, R — 6]-n, mert a Lemma szerint konvergenciasugara R, igy alkalmazhato
a[7.9 Kovetkezmény. Mivel az eredeti hatvanysor pontonként konvergens az egész (—R, R)-
en, ebbdl az allitas adodik a [6.23] Tétel szerint. [

Az alabbi tételben azt hasznéljuk ki, hogy a hatvanyfiiggvények akarhényszor is (folytonosan)
differencialhatok.

7.15. Kovetkezmény. Legyen > c,z" olyan hatvinysor, melyre R>0, jelélje f az dsszeg-
figguényét KH-ban, azaz f(x):=> " c,x”, v € KH. Ekkor az f dsszegfigguény a (—R, R)
intervallumban akdrhdnyszor differencdlhato, emellett minden k € N esetén

f®(z) = icnn(n—l) .(n—k+1)2"" zc(-R,R).

Bizonyitds. Az el6bbi tételt alkalmazzuk k-szor. A [7.12] Lemméabol adodik, hogy az Gssze-
fiiggés (—R, R)-en fennall. O
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A fenti elmélet segitségével ismert hatvanysorokbol integralas és differencidlas ttjan 1j
hatvanysorok nyerhetgk.

7.16. Példa. Tekintsiik a
(7.2)

oo
g = —
n=0

x
(_171)
hatvanysor-osszeget. Derivalassal a [7.14] Tételbol:
!/
1
(-1,1) (1—x)?

an zi n—l—l)x":(lix

A (7.2) ('jsszefuggesben x helyére (—t)-t irva kapjuk:

1
()= —|
2 e A

n=0
Legyen z € (—1,1), és integraljunk [0, z]-en (ill. [2,0]-n). Ekkor a Tétel szerint

(7171) .

T [e.9]

1 X
—dt = 1" t" dt
ey r e

0

amibdl
o n o " .CEQ x?)
n(1 =~ 2z e(—11),
vagyis
In(1+7) = ) s
(-1.1) =1 "

A jobb oldalon all6 hatvanysor konvergenciahalmaza azonban (—1,1], hiszen z =1 esetén a

00 1 n—1
e

sort kapjuk, ami Leibniz-sor, tehat konvergens (z=—1-bena > -, (—2) nyilvan divergens).
Masrészt In(1+1) =In2. Az el6z6ekbdl nem lathato, hogy

In2= i (_Zi_l (7.3)

teljesiil-e. Node tudjuk a Tételbdl, hogy a hatvanysor Osszegfiiggvénye az egész kon-
vergenciahalmazon folytonos fiiggvény, vagyis Y oo (—1)""1Z- (balrol) folytonos z =1-ben

is. Mivel az Osszegfiiggvény (—1,1)-en In(1+x), ezért ebbdl kovetkez1k hogy = 1-ben In 2
értéket kell felvegyen, tehat a ((7.3)) Gsszefiiggeés fennall.

7.17. Példa. Irjunk a (7.2)) sszefiiggésben o helyére (—t2)-et. Ekkor

oo

1
-1 nth:_
D (D =g

n=0 (_171)
Legyen x € (—1,1), és integraljunk [0, z]-en (ill. [z,0]-n). Ekkor a Tétel szerint

[e.9]

dt = —1”/ 2" dt,
/01+t2 Z< ) 0

n=0
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amibal .
arctan r = E ﬂw%“.
— 2n-+1

A fenti meggondolashoz hasonloan kapjuk, hogy az Gsszefiiggés az egész [—1,1] intervallu-
mon teljesiil. x = 1-et véve:

T o= (=) 1 1 1
- = —l—c4-——4...
4 2 n+1 375 7T

[\

n=0

A tovabbiakban a kézepi hatvinysorokat vizsgalunk. Ezek elmélete konnyen visszaveze-
thets a 0 kozepti hatvanysorok elméletére, hiszen a

> ez —a) (7.4)

osszefiiggésben & := x —a-t helyettesitve a » _ ¢,£" egy 0 kizept hatvanysor a £ valtozoban.

A
1

Ri=——
lim sup {/|cy|

jelolést bevezetve a (7.4)) hatvanysor abszolat konvergens, ha || = |x —a| < R és divergens,
ha |¢| =|z—a| > R, Id. a[7.4] Tételt. A végpontokban altalanossdgban nem tudjuk.

7.18. Tétel. A > c,(x—a)™ alaki hatvanysor konvergenciahalmaza egy a kézepd R sugari
nyilt, zdrt vagy félignyilt intervallum, tehdt (a— R, a+ R) vagy [a— R, a+ R] vagy (a— R, a+
+ R], vagy [a— R,a+ R). Tovdbbd a sor x € (a— R,a+ R) esetén abszolil konvergens.

Bizonyitds. Kovetkezik a[7.4] Tételbol. O

7.19. Tétel. Jeldlje f(x):=>" " cn(x—a)" a hatvdnysor dsszegfiigguényét. Ekkor f folytonos
az egész KH konvergenciaintervallumban. Tovabbd f akdrhdnyszor differencidlhaté a nyilt
(—R, R) intervallumon és k € N-re

fOx)=> cn(n-1)...(n—k+1)(x—a)"* x€(-R,R). (7.5)

Masrészt f Riemann-integrdlhaté KH tetszéleges korldtos és zdrt [b,d] részintervallumdn,

. [ sris=S [‘oor s

Bizonyitds. Kovetkezik a[7.10], a[7.11] és a[7.14] Tételekbol. O

Probléma. Hogy lehet felismerni egy f, az a pont egy kornyezetében értelmezett fiiggvény-
r6l, hogy egy a kozepd hatvanysor Osszegfliggvénye? Vilagos, hogy sziikséges feltétel f
akarhanyszor valo differencidlhatosiaga. Késobb latni fogjuk, hogy a feltétel nem elégséges!

7.20. Allitas. Tegyiik fel, hogy f értelmezve van az a pont eqy § sugarid kornyezetében,
és f eldall f(x) =" calx—a)" alakban (amibdl mdr kivetkezik, hogy [ akdrhdnyszor
differencidlhaté e kérnyezetben). Ekkor

, (7.6)
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vagyLs

£ (g
f(a:):zf ()(x—a)", z € (a—0,a+90). (7.7)

n!
Bizonyitas. A (7.5) képlet szerint
FO(2) = k! + cpyr(k+ Dk 2-(x—a) +cpya(k+2)(k+1) - 3-(x—a)*+. ..,
amibdl f*®)(a) = cik!, k=0,1,2,.... Igy (7.6) kovetkezik. O

Tehat, ha f elsall hatvanysor alakban, akkor a hatvanysor egyiitthatéi f a pontbeli de-
rivaltjaibol kiszamithatok, és az elGallitas sziikségképpen (7.7) alakd. Vilagos, hogy ez a
hatvanysor tetsz6leges, a-ban akarhényszor differencialhaté fiiggvényre felirhato — csak nem
biztos, hogy a sor konvergens lesz a egy kornyezetében és nem biztos, hogy elGallitja f-et!

7.21. Definicié. Legyen f akarhényszor differencidlhaté az a pontban. Ekkor a

< ¢ (g
Zf <)($—a)” (7.8)

n!
n=0

hatvanysort az f fliggvény Taylor-soranak neveziik. E hatvanysor n. szelete az f fiiggvény
a pont koriili n. Taylor-polinomja,

n R (g
Tg(x)zzf !()(x—a)k.

k
A Allitas el6tt felvetett probléma megvalaszolasahoz tehat azt a kérdést kell megvizs-

galnunk, hogy mely fiiggvények esetén konvergens a (7.8) hatvanysor, és mikor lesz az
osszegfiiggvénye f (az a pont egy kiornyezetében.)

()= {e 7o

7.22. Példa. Tekintsiik az

0, =0

fiiggvényt. Ez az egész szdmegyenesen akarhanyszor differencialhato, a O-ban akarhanyadik
derivaltja 0. Ezért a ([7.8]) Taylor-sorban a=0 esetén minden egyiitthato 0, igy f nem allhat
el6 0 koriili hatvanysor dsszegeként az x = 0-t kivéve.

A félév elején belatott Taylor-formula segitségével kaphatunk elégséges feltételt arra, hogy
egy akarhanyszor differencialhato fiiggvény mikor all el hatvanysor alakjaban.

7.23. Tétel. Legyen f olyan figgvény, melyre teljestilnek az aldbbi feltételek :
(i) [ akdrhdnyszor differencidlhato az a pont egy U := (a—6,a+3) kiornyezetében;
(ii) léteznek olyan A, B >0 dllandok és N € N kiiszébindez, hogy minden n> N és x € U
esetén
|f™(z)] < An! B™. (7.9)
Ekkor f az a pont r := min{5,%} sugarid kornyezetében elddll hatvinysor alakban, és
a|7.20 Allitds szerint ez a fiiggvény Taylor-sora:

0 £(n)(q
f(x):zf ()(:p—a)", r€(a—r,a+r).

|
0 n:
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Bizonyitds. Az (1.5)) Osszefiiggés alapjan a

©_¢n) (g
> e

n=0

hatvanysor (Taylor-sor) n. részletosszegének, vagyis f n. Taylor-polinomjanak és f-nek
kiilonbségére kapjuk, hogy létezik c € (z,a) (vagy c € (a,x)), melyre

- f(k)(a) _ /") n A(n+1)! B n
-2 ! (n+1)! —a)"| < (n+1)! o —al"™"!
k=0 ' ’
a (7.9) feltétel szerint. Ebbdl
" f®(q \
‘f(w)— D (s —a)t| < A-(Bla—al)™*
k=0 ’

Tehat B|lz—al| < 1, vagyis |xr—a| < 1/B esetén a jobb oldal 0-hoz tart, ha n — oo, vagyis
a Taylor-sor konvergens és elGallitja f-et. O

7.24. Példa. Az els6 évben megismert nevezetes fiiggvények a = 0 koriili Taylor-polinom-
jaibol konnyen felirhatjuk a 0 koriili Taylor-sorukat. Mindharom alabbi példa esetén azt
kapjuk, hogy a fenti tétel feltétele teljesiil a 0 barmely kérnyezetében elég nagy n-re, tehat
a Taylor-sorok elgallitjak a megfelels fiiggvényeket az egész szdmegyenesen.

= " r?  2?
T _ S
e ;n' trt gt
Itt a (7.9) becslésre | (z)| = |e*| < e adodik x € (=4, ) esetén. Legyen A :=e°,
B:=1/4§. Mivel
lim n! B" = +o00,

n—oo

azért elég nagy n-re n! B" > 1 és igy
|f™(x)] < e’ < An! B™.

Ebbdl kapjuk, hogy a Taylor-sor elallitja a fiiggvényt az egész (—d,0) intervallu-
mon.

I1.

e 2n+1 3 5

. n T _

Itt a (7.9) becslésre | £ (z)| = |sinz| vagy | f™ (x)| = |cos x|, amibél |f™) (x)] < 1
adodik x € (=4, ) esetén, tehat A:=1, B:=1/0. A fenti [. meggondolassal lathato,
hogy a Taylor-sor eléallitja a fiiggvényt az egész (—d,0) intervallumon.

ITI.
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Itt a (7.9) becslésre | f™(x)| = |sinz| vagy | (x)| = |cos x|, amibé] | £ ()] < 1
adodik x € (—4,0) esetén. A Taylor-sor elGallitds most mar ugyanigy kovetkezik,
mint a II. pont alatt.
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