ANALIZIS 1V. ELOADASJEGYZET

SIKOLYA ESZTER

1. DIFFERENCIALEGYENLETEK

Radioaktiv anyag bomlasa (vagy szaporodas)

y(©) = k-y(t)
y'(t)
O
n|y(t)|=k-t+lne, ceRT Jexp(:)
y(t)|=c-e™, ceR"
y(t) =c-e" ceR.

1.1. Allitas. Minden olyan differencidlhato yv:R—R figguényhez, melyre y' =k-y, létezik
c € R konstans, hogy

Bizonyitds. Legyen
Ekkor

tehat ¢ konstans. OJ

Altaldnositva a fenti problémat, keressiik azokat az y(z), az I intervallumon értelmezett
differencialhato fiiggvényeket, melyekre teljesiil, hogy

y'(x) = f@)y(), (1.1)

ahol f € C(I). Vilagos, hogy ha F' egy primitiv fiiggvénye f-nek (minden folytonos fiig-
gvénynek van primitiv fliggvénye, 1d. Analizis I11. jegyzet 2.8. Tétel), akkor

y(z)=c-e"@  gel

megoldas tetszéleges ¢ valos szam esetén. A fenti Allitas bizonyitasaval analog modon
lathato, hogy csak ilyen alakid megoldasok léteznek.

1.2. Példa.
Y'(z) =2-y(z)

Date: 2007. méajus 24..
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Kezdetiérték-feladat megolddsa
Keresiink olyan differencialhaté vy : I — R fiiggvényt, melyre

Y ()= f(z)-y(x), zel
ﬁU(l’O) =1y € R.

Vélasszunk f-nek olyan F primitiv fliggvényét, melyre F'(z9) =0 (ez megtehets, konstans
hozzéadasaval), és legyen ¢ := yy. Ekkor

F(x) f;o f(t)dt

y(r)=c-e =Yo-€

jO megoldas.

1.3. Példa.
Y (x) =z-y(z),
y(0) =1

Inhomogén linearis differencidlegyenlet

Keressiik azokat az y(z), az I intervallumon értelmezett differencidlhato fiiggvényeket,
melyekre teljesiil, hogy

y'(z) = f(x)y(x) +g(x),
ahol f,g€ C(I). Megszorozva az egyenlet mindkét oldalat egy tetszdleges p(z) differencial-
hat6 fiiggvénnyel kapjuk, hogy

Ha elérjiik, hogy
pla)f(x) = —p'(z) (1.2)
legyen, akkor a kapott egyenlet
y(z)p()] = p(z)g()
alakava egyszeriisodik. Az (1.1) megoldasabol kapjuk (1.2)-re, hogy

px) = e 1@

egy jo megoldas, ahol F' a f egy primitiv fiiggvénye. Ebbgl, mivel p-g € C(I), vagyis
Riemann-integralhato is,

ahol xg € I tetszileges.
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Ha kezdeti érték is adva van, vagyis y(xo) = 3o, akkor valasszuk ismét F-et ugy, hogy
F(x0) = 0 legyen, vagyis F(zo) = [, f(t)dt, és c:=yo. Ekkor

xo
y(wo) = yo- ") 4" x0) / e~ "Wg(t) dt = yo.

Zo

1.4. Példa.

Szétvalaszthato valtozoja differencidlegyenletek

Keressiik azokat az y : I — J intervallumon értelmezett differencialhato fiiggvényeket,
melyekre teljesiil, hogy

y'(z) = f(x)-9(y(x)),
ahol f e C(I), g€ C(J). Tegyiik fel, hogy 0 ¢ R(g). Ekkor

Ha G a é egy primitiv fiiggvénye, vagyis G(y) = yyo ﬁ dt, akkor mindkét oldalt integralva

Gly(x)) = e+ / ") dt.

Szerencsés esetben ebbdl y(z) kifejezhetd.

1.5. Példa.
yi(a) -y (x) =1-22

2. METRIKUS TEREK

2.1. Alapfogalmak, nyilt és zart halmazok. Alapétlet: Az (x,y) — |z —y| hozzaren-
delés az x és y valos szamok tavolsagat adja meg. Ezt altalanosithatjuk z=(xq, o, ..., z,)€
eER" és y=(y1,Y2, .- -,Yn) € R" vektorokra ugy, hogy

2=yl = (21— 1)+ (22— 1) +. .. (@0 —yn)?,

amit az x és y pontok euklideszi tavolsaganak neveziink.
A tovabbiakban tovabb altalanositjuk a tavolsag fogalmat.

2.1. Definici6. Legyen X # () nem iires halmaz. Ekkor X-beli metrika vagy tdvolsdgfiigg-
vény alatt egy olyan d: X x X — [0, +00) leképezést értiink, melyre az alabbi tulajdonsagok
teljesiilnek:

(i) Vz,y € X esetén d(z,y) =0 <=z =y (reflexivitas);

(ii) Vx,y € X esetén d(z,y) = d(y,z) (szimmetrikussig);

(iii) Vz,y,2z € X esetén d(x, z) < d(x,y)+d(y,z) (haromszog-egyenlGtlenség).

2.2. Definicio. A metrikus tér egy olyan (X, d) rendezett par, ahol X nem iires alaphal-
maz, d pedig X-beli metrika.
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2.3. Példak (metrikus terekre).
1. X :=R" pell,+o00),

-

dp(z,y) = <Z ka—yk\p> p (2.1)

p =2 eset: euklideszi metrika;
2. X =R",

doo(x7y) = kGI{I}aXn} |$k—yk|,

3. X # 0 tetszbleges,

1, hax#y;
d(z,y) := {0 ha o=y

diszkrét metrika.

2.4. Definici6é. Az (X, d) metrikus térben az v € X pont korili r > 0 sugart
(a) nydt gomb: B(u,r) :={r € X :d(u,x) <r};

(b) zdrt gomb: B(u,r):={x € X :d(u,x) <r};

(c) gombfelilet: OB(u,r) :={x € X :d(u,x) =r};

(d) kipontozott gomb(kirnyezet): B(u,r) := B(u,r)\ {u}.

2.5. Definici6. Az u pont r sugari kirnyezetén a B(u,r) nyilt gombot értjiik.
2.6. Példak (gémbokre).

1. Az alabbi abran az (R, d;), (R?, dy) és (R? d.,) terekben a (0,0) pont (orig6) koriili 1
sugara gombok lathatok.

1 N 1
NI

1. dbra. Origo koriili egységgdmbok a dy, dy és dy metrikdkban

2. Ha (X, d) a diszkrét metrikus tér egy tetszéleges alaphalmazon, akkor

uf, r<lI;
B(u,r):{;} r>1

2.7. Definicié. Legyen (z,)C (X, d) pontsorozat, u€ X. Azt mondjuk, hogy lim,, .. z,=u
vagy x, — u, vagyis az (x,) sorozat u-hoz konvergdl, ha d(x,,u) — 0.

2.8. Megjegyzés. Sorozat hatarértéke egyértelmd.
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Bizonyitds. Ha z,, — u és x,, — v lenne és u # v, akkor r: d(gv) > 0 definicioval B(u,r)N
N B(v,r) = 0, ami ellentmond a konvergenmanak (egy indextdl kezdve a sorozat tagjai
mindkét gombben benne kellene legyenek). O
2.9. Definici6. Legyen (X, d) metrikus tér, H C X, u € X.
1. Az u pont belsé pontja H-nak, ha
letezik r > 0, hogy B(u,r) C H

(ebbdl persze kovetkezik, hogy u € H). H bels6 pontjait jeldlje int H.

2. Az u pont kiilsd pontja H-nak, ha
letezik r > 0, hogy B(u,r) C X\ H
(ebbdl persze kovetkezik, hogy u ¢ H). H kiils6 pontjait jelolje ext H. Vilagos, hogy
extH =int(X \ H).
3. Az u pont hatdrpontja H-nak, ha
minden r > 0 esetén B(u,r)NH # 0 és B(u,r)N(X\ H) # 0.

H hatarpontjait jellje 0H.

4. Az u pont torlodasi pontja H-nak, ha
minden 7 > 0 esetén B(u,r)NH # 0.

H torlodasi pontjait jelolje H'.

5. Az u pont izoldlt pontja H-nak, ha
letezik r > 0, melyre B(u,r)NH = {u}.
6. A H halmaz lezdrtja o
H:=intHUOH = HUOH.
2.10. Megjegyzés. Konnyen lathato, hogy barmely H C X esetén
X =intHUOH UextH.

2.11. Példak.

1. X :=(R,d.), H := (a,b) intervallum (vagy H :=[a,b), H := (a b|, H := [a,b].) Ekkor
intH = (a,b), extH = (—00,a)U(b,00), 0H ={a,b}, H =[a,b], H=a, b], izolalt pontja
nincs.

2. X:=(R,d,), H:=Q racionilis szamok halmaza. Ekkor int H =extH =0, 0H=H'=H=R,
izolalt pontja nincs. Ugyanezek érvényesek H = R\ Q-ra.

2.12. Tétel. Legyen (X, d) metrikus tér, H C X, u € X. Ekkor ekvivalensek:
(i) ue H';
(11) ¥r >0 esetén B(u,r)NH végtelen halmaz;
(111) I(z,) € H\{u}, lim, o0 z,, = u.
Bizonyitds. A (i) = (i) a definiciobol rogtén kovetkezik.
(4) = (@ii): tekintsiik a B(u, 1) gdmbdket, és legyen z, € B(u, =) N H.
(13i) = (4i): mivel ¥r > 0 esetén létezik N € N, hogy minden n > N-re x, € B(u,r), ezért
az allitas kovetkezik. O
2.13. Definicié. Legyen (X, d) metrikus tér, H C X. Azt mondjuk, hogy H nyilt halmaz,

ha nem tartalmazza egyetlen hatarpontjat sem, vagyis H = intH. o
Azt mondjuk, hogy H zdrt halmaz, ha minden hatarpontjat tartalmazza, vagyis H = H.
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2.14. Tétel (:-)). A halmaz nem ajté! Vagyis: nem igaz, hogy egy halmaz vagy nyilt vagy
zart.

2.15. Példak. Tetszoleges (X, d) metrikus térben () és X zart is és nyilt is. (R, d.)-ben az
(a, b] intervallum se nem zart se nem nyilt.

2.16. Allitas. Egy halmaz pontosan akkor nyilt, ha a komplementere zdrt és forditva (pon-
tosan akkor zdrt, ha a komplementere nyilt).

Bizonyitds. Kovetkezik abbol, hogy 0H = 0(X \ H). O]

2.17. Példa. Legyen (X, d) a diszkrét metrikus tér tetszéleges alaphalmazon. Ekkor min-
den H C X halmaz nyilt és kévetkezésképpen minden halmaz zart.

Bizonyitds. Vilagos, hogy B(z,1) ={z} C H minden = € H esetén. O

2.18. Megjegyzés. A fentiek alapjan H C X pontosan akkor nyilt, ha minden h € H ponthoz
van olyan r >0, hogy B(h,r)C H. A kovetkezé allitas a zart halmazok egy karakterizaciojat
adja.

2.19. Allitas. Egy F C X halmaz pontosan akkor zdrt, ha minden (x,) C F konvergens
sorozat esetén
lim z, € F.

n—oo

Bizonyitds. Tegyiik fel elgszor, hogy F' zart és legyen (x,,) C F konvergens sorozat, x, — u.
Indirekt tegyiik fel, hogy u € X\ F. Mivel ez ut6bbi halmaz a . Allitas szerint nyilt,
ezért létezik r > 0 sugar, hogy B(u,r) C X \ F. Ekkor a konvergencia definicioja szerint van
olyvan N € N, hogy minden n > N esetén

xn € B(u,r) C X\ F,

ami ellentmond annak, hogy (z,) C F.
Masodszor tegyiik fel, hogy minden (x,) C F' konvergens sorozat esetén lim, ..z, € F.
Indirekt legyen u € 9F N (X \ F). Ekkor + > 0-hoz is 1étezik

. 1
T, € B(u, —)NF.
n
Az igy kapott (z,,) sorozat nyilvan tart u-hoz, masrészt u € X \ F', ami ellentmondéas. [

2.20. Allitas. Nyilt halmazok biarmely rendszerének unidja nyilt halmaz.

Bizonyitds. Legyen H egy nyilt halmazokbol 4ll6 halmazrendszer, U a JH-ban 1évG hal-
mazok unidja. Legyen z € UK. Ekkor létezik H € H, hogy x € H és mivel H nyilt, van
olyan r > 0, melyre B(x,r) C H C UK. O

2.21. Allitas. Zdart halmazok barmely rendszerének metszete zdrt halmaz.

Bizonyitds. Ha F zart halmazok rendszere, és NJF jeloli a benne 1évé halmazok metszetét,
akkor a de Morgan-azonossag alapjan

X\(NF)=X\(N{F:FeF})=U{X\F:FeJ},

ami nyilt halmaz az el6z6 allitas szerint, hiszen X \ F' nyilt. O
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Példak nyilt halmazokra
2.22. Allitas. Tetszdleges B(u,r) nyilt gomb nyilt halmaz.

Bizonyitds. Legyen v € B(u,r). Megmutatjuk, hogy 0 :=r —d(u,v) > 0 esetén B(v,d) C
C B(u,r). Ha x € B(v, ), akkor

d(z,u) <d(z,v)+d(v,u) <o+d(v,u) =r,
vagyis x € B(u,r).

2. 4bra.

0
2.23. Allitas. X\ B(u,7) nyilt halmaz.
Bizonyitds. Legyen x € X\ B(u,r). Megmutatjuk, hogy 0 :=d(z,u) —r esetén B(z,d) C X\
\ B(u,r). Legyen y € B(z,d), ekkor
d(y,u) > d(z,u) —d(z,y) > d(x,u) —0 = d(x,u) —d(z,u)+r=r,
vagyis y € X \ B(u, 7). O
2.24. Allitas. Tetszéleges H C X esetén intH nyilt halmaz.

Bizonyitds. Be kell latni, hogy intH = int(intH). Az int(intH) C intH tartalmazas nyil-
vanvalo. Legyen x € intH, ekkor létezik r > 0, hogy B(x,r) C H. Megmutatjuk, hogy
B(z,r) C intH is teljesiil. Legyen y € B(z,r). A Allitas alapjan van olyan 6 > 0,
melyre B(y,d) C B(x,r) C H, vagyis y € intH is teljesiil. O
2.25. Kovetkezmény. Tetszdleges H C X esetén extH nyilt halmaz (ugyanis extH =
=int(X\ H)).

2.26. Tétel. Fgy H C (R,d.) halmaz pontosan akkor nyilt, ha elddll megszamldlhato sok
diszunkt nyilt intervallum unidjaként.

Vizlat. Egyrészt tetszéleges ilyen halmaz nyilt a [2.200 Allitas szerint. Masrészt, ha H C
C (R, d.) nyilt halmaz, akkor h € H esetén definialjuk az alabbi nyilt intervallumot:

I, :=U{J C H : J nyilt intervallum, h € J}.

llyen J intervallum van H nyiltsiga miatt, és az is vildgos, hogy I}, egy nyilt intervallum.
Meggondolhat6, hogy ha hy # ho, akkor

[h1 ﬂ[h2 :@ Vagy Ihl = [h2
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teljesiil. A bizonyitas hatraléve része kovetkezik abbol, hogy a szamegyenesen barmely disz-
junkt nyilt intervallumokbél &ll6 rendszer megszamlalhato (hiszen mindegyikbél kivehetd
egy-egy, paronként kiilonb6z6 racionélis szam). O

Példak zart halmazokra
2.27. Allitas. Tetszdleges B(u,r) zdrt gomb zdrt halmaz.
Bizonyitds. Kovetkezik a [2.23 és a[2.16] Allitasokbol. O

2.28. Allitas. Tetszdleges H C X esetén H zdrt halmaz — vagyis a halmaz lezdrtja valdban
zart.

Bizonyitds. Kovetkezik abbél, hogy a komplementere, X \ H = extH nyilt a Kovet-
kezmény szerint. O

2.29. Allitas. Bdrmely H C X esetén OH zdirt halmaz.

Bizonyitds. Elég megmutatni, hogy X \OH =intH UextH nyilt. Ez kivetkezik a [2.24],[2.25
és2.20l Allitasokbol — vagyis hogy intH és extH nyilt halmazok, és az unidjuk is az. O

2.30. Allitas. Bdrmely H C X esetén H' zdrt halmaz.

Bizonyitds. Megmutatjuk, hogy X \ H' nyilt halmaz. Legyen u € X \ H'. A 2.12](ii) Tétel
szerint u-nak van olyan B(u,r) kornyezete, melyben csak véges sok H-beli pont talalhato.
Node ekkor B(u,r)C X\ H'-nek is teljesiilnie kell, hiszen ha volna ye B(u, r)NH’, akkor véve
y-nak egy B(u,r)-be es6 B(y,d) gdmbkornyezetét (1d. . Allit4s), erre nem teljesiilhetne,
hogy B(y,0) N H végtelen halmaz, ami ellentmond annak, hogy y € H'. O

A kovetkez§ allitdsban a halmaz belsejére és lezartjara adunk jellemzést.

2.31. Allitas. Legyen (X,d) metrikus tér, H C X.

1. intH =U{G : G C H,G nyit halmaz} ;

2. H=N{F:H CF,F zirt halmaz}

Bizonyitds. 1. A Allitas alapjan intH is egy, az unioban szerepld nyilt halmaz, ezért
intH CU{G : G C H, G nyilt halmaz} .

Masrészt ha G C H nyilt halmaz, akkor G C intH is teljesiil, mivel G minden pontja koriil
talalhato olyan gomb, mely része G-nek — és igy H-nak is. Tehét

U{G:G C H,G nyilt halmaz} C intH
is igaz.
2. A de Morgan-azonossag és az 1. pont alatt bizonyitottak alapjan, a Allitas fel-
hasznalasaval

H=X\extH = X \int(X\H) =X\ (U{G:G C X\ H,G nyilt halmaz})
=N{X\G: H C X\G,G nyilt halmaz} =N{F: H C F, F zart halmaz} .
0

A fenti allitas ugyis fogalmazhatd, hogy intH a H halmazban 1év8 legbGvebb nyilt halmaz,
H pedig a H halmazt tartalmaz6 legsziikebb zart halmaz.
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2.2. Kompaktsag metrikus terekben.

2.32. Definici6. Legyen (X, d) metrikus tér. Egy () £ H C X halmaz dtmérdje
diam H :=sup{d(z,y) :x,y € H}.

diam () := 0.

Fontos, hogy a fenti definicioban sup helyett nem irhatunk max-ot, pl. (R,d.)-ben egy
I = (a,b) intervallum atmérdje b — a, de nincs két olyan pontja, aminek ennyi lenne a
tavolsdga. Masrészt ha (X,d) a diszkrét metrikus tér, akkor diam (B(z,3)) =0 barmely
r € X esetén.

2.33. Definici6. Legyen (X, d) metrikus tér. Egy H C X halmazt korldtosnak mondunk,
ha diam H < co.

2.34. Definicio. Legyenek (Z, p) és (X, d) metrikus terek. Egy f:Z— X fiiggvény korldtos,
ha az R(f) C X értékkészlet-halmaza korlatos.

A kovekez6 tétel azt mondja, hogy egy halmaz pontosan akkor korlatos, ha belefoglalhato
egy (tetszdleges pont koriili) gémbbe.

2.35. Tétel. Legyen (X, d) metrikus tér. Egy ) # H C X esetén ekvivalensek:

(i) H korldtos;
(ii) Jue X és Ir >0, hogy H C B(u,r);
(11i) Yv € X esetén Ir >0, hogy H C B(v,r).

Bizonyitds. A (iii) = (i) nyilvanvalo. A (ii) = (i) abbol kovetkezik, hogy (ii) fennallasa
esetén diam H < 2r teljesiil.

(1) = (uii): legyen v € X adva, és valasszunk egy tetszéleges h € H pontot. Legyen r :=
= diam H +d(h,v)+1. Ekkor barmely x € H esetén

d(xz,v) <d(x,h)+d(h,v) < diam H +d(h,v) <,
tehat H C B(v,r). O

2.36. Definicié. Legyen (X, d) metrikus tér. Egy H C X halmazt (sorozat)kompaktnak
mondunk, ha barmely H-beli sorozatnak van H-beli ponthoz konvergal6 részsorozata. Az
(X,d) metrikus tér (sorozat)kompakt, ha benne X sorozatkompakt halmaz, vagyis tet-
sz6leges sorozatnak van konvergens részsorozata.

2.37. Példa. Az I. évben tanultak alapjan (1d. az 5.9. Bolzano-Weierstrass tételt a Laczko-
vich-T. Sos jegyzetben) az (R, d.) térben minden [a, b] korlatos és zéart intervallum sorozat-
kompakt.

2.38. Tétel. Legyen (X, d) metrikus tér. Ha H C X sorozatkompakt, akkor H korldtos és
zart halmaz.

Bizonyitds. El6szor a zartsagot bizonyitjuk. A . Allitas alapjan elég megmutatni, hogy
barmely H-beli konvergens sorozat hatarértéke H-ban van. Legyen (z,,) C H konvergens
sorozat. Mivel H sorozatkompakt, ezért minden H-beli sorozatnak, igy (z,)-nek is van H-
ban 1év6 ponthoz konvergélé részsorozata — node akkor lim x,, € H is teljesiil, hiszen lim z,,
megegyezik minden részsorozatanak a hatarértékével.
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Masodszor tegyiik fel indirekt, hogy H sorozatkompakt, de nem korlatos. Legyen x; €
€ H tetszoleges. Valasszunk xo € H \ B(z1,1) pontot — ilyen létezik az indirekt feltevés és
a Tétel szerint. Indukcioval, az n. lépésben véalasszunk

pontot — ilyen létezik, mert vilagos, hogy véges sok gémb unidja, U~ B(w;,1) korlatos.
Tehat kaptunk egy (z,) C H sorozatot, melyre teljesiil, hogy

d(xp,x;) >1,i=1,...,n—1. (2.2)
Ebbél a sorozatbol nem valaszthato ki konvergens részsorozat, hiszen ha volna ilyen

lim z,, =u,
k—o00

akkor ¢ = %—hez letezne K € N, hogy minden k > K esetén d(z,,,u) < % teljesiil. Véve
k>1> K természetes szdmokat, d(z,,,u) < 3 és d(z,,,u) < 5 teljesiil, amibol

d(zp,, Ty,) < d(zp,,u)+d(u, x,,) <1,
ez pedig ellentmond ((2.2)-nek. O

2.39. Példa. Korlatos és zart, de nem sorozatkompakt halmazra.
Legyen

X =0 ={x=(z,): (z,) korlatos, valos sorozat} .
Ad: X xX —[0,00),

d(ﬂf, y) ‘=sup |xn _yn|
neN

fiiggvényrél konnyen lathato, hogy metrika. Alljon a H halmaz azon sorozatokbol, melyek-
nek pontosan egy eleme 1, a tobbi 0, vagyis a

e1:=(1,0,0,...)
ey :=(0,1,0,...)
en=(0,00,..., 1 ,0...)
—~—
jeloléssel
H:={e;:1 €N}.

Vilagos, hogy H C X é H C B(0,1), ahol most 0 a konstans 0 sorozatot jeldli, tehat H
korlatos halmaz. Mivel d(e;,e;) =1, ha i # j, ezért a H elemei koriili gombokre

1 1 .
B (61,§>HB (63',5) s Z%j

teljesiil. Ebb6l kévetkezik, hogy ha x € OH, akkor x € B(e;, 5) valamely j € N szamra. Ha
x #e; volna, akkor létezne x koriil olyan gdmb, mely nem tartalmazza e;-t, igy nem lehetne
x € OH. Ebbdl kapjuk, hogy OH C H (s6t, 0H = H), tehat H zart halmaz is. Masrészt
d(e;,ej) =1, i # j miatt az (e,) sorozatbol nem valaszthat6 ki konvergens részsorozat (ez
hasonléan lathat6, mint a fenti bizonyitasban), tehat H nem sorozatkompakt.
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2.40. Tétel. Sorozatkompakt halmaz zdart részhalmaza sorozatkompakt.

Bizonyitds. Legyen H sorozatkompakt és G C H zart halmaz, (x,) C G tetszsleges sorozat.
Mivel (x,,) C H is teljesiil, azért a sorozatnak van olyan (z,,) részsorozata, mely egy H-
beli ponthoz konvergal. Node a . Allitas szerint ez a hatarérték G-ben van, amivel azt
allitast belattuk. O

Az alabbi fogalomra az R"-beli sorozatkompakt halmazok jellemzésénél lesz sziikség.

2.41. Definicid. Legyen X # () alaphalmaz, és legyenek dy, dy: X x X — [0, +00) metrikak
X-en. Azt mondjuk, hogy a d; metrika ekvivalens a dy metrikaval, ha léteznek m, M > 0
szamok, hogy

m-dy(x,y) < dy(z,y) < M -ds(z,y) minden z,y € X esetén. (2.3)
Jelolésben: dy ~ ds.

2.42. Tétel. Legyen X :=R"™ és legyenek py,ps € [1,00] tetszdleges szdmok. Ekkor X-en
a egyenldség szerint definidlt d,, metrika ekvivalens a d,, metrikdval.

Bizonyitds. Azt fogjuk megmutatni, hogy barmely p € [1,+00) esetén d; := d,, ekvivalens
dy :=d-vel R"-en, amibdl az allitas a definicio alapjan kovetkezik. Legyen z, y € R". Ekkor

1 1
n P > 1
dp(l’,y) = <§ |x1_yz|p> S (n<le?1laxn}|xz_y2’)p> =nr doo(xvy>7
i=1 B

tehat a 1) 2. egyenl6tlensége M = nv valasztdssal teljesiil. Masrészt

1 " .
doo(xay): max |$i_yi|: (( max |$i_yi|)p> < <Z|xi_yi|p> :dp(x’y)>
=1

ie{l,...,n} €{1,...,n}
tehat a (2.3) 1. egyenl6tlenségében m = 1 valaszthato. O

2.43. Allitas. Ha d,~dy metrikdk X -en, akkor barmely By (u,7), a d, metrikdban vett gomb
tartalmaz eqy Ba(u, p), a dy metrikaban vett gombot, és forditva, barmely, a dy metrikdban
vett gomb tartalmaz a dy metrikdban vett gombdt. Tovabbd barmely, a di metrikaban velt
gomb benne van eqy, a dy metrikdban vett gombben, és forditva.

Bizonyitds. Legyen By(u,r), u€ X, r>0 egy d; metrikdban vett gomb, és legyen p:=r/M,
ahol M >0 a (2.3) szerint létezs szam. Megmutatjuk, hogy Ba(u, p) C Bi(u,r). Legyen
x € By(u, p). Ekkor a (2.3) alapjan

di(z,u) < M-do(x,u) <M-p=r,
tehat = € By(u,r). Az elsd allitas masik fele, valamint a masik allitas analég modon bi-
zonyithato. O

2.44. Kovetkezmény. Ha dy ~ dy metrikik X-en, akkor az (X,dy) és (X,dy) terekben
ugyanazok a korldtos halmazok.

Bizonyitds. Kovetkezik abbol, hogy barmely, a d; metrikiban vett gomb benne van egy, a
ds metrikaban vett gombben, és forditva, valamint a [2.35] Tétel felhasznalasaval. O

2.45. Kovetkezmény. Ha dy ~ dy metrikik X-en, akkor az (X,dy) és (X,dy) terekben
ugyanazok a konvergens sorozatok, €s a hatdrértékik is megeqyezik.
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Bizonyitds. Legyen (x,)CX konvergens sorozat, lim z, =u a dy metrikaban. Megmutatjuk,
hogy lim x,, = u a d; metrikdban is teljesiil. Legyen r > 0. Meg kell mutatnunk, hogy elég
nagy n-re x, € By(u,r). Mivel d; és dy ekvivalens metrikak, a . Allitas alapjan létezik
p >0, hogy Bs(u,p) C By(u,r). Mivel (z,) tart u-hoz a dy metrikdban, azért p-hoz van
olyan N € N kiiszobindex, melyre minden n > N esetén x,, € By(u, p) C By(u,r), amivel az
allitast belattuk. A méasik irany analég moédon bizonyithato. OJ

2.46. Kovetkezmény. Ha di ~ dy metrikik X-en, akkor az (X,dy) és (X,dy) terekben
ugyanazok a zdrt halmazok.

Bizonyitds. Legyen F C (X,dy) zart halmaz, és legyen (x,) C F konvergens sorozat az
(X, ds) térben, vagyis limx, = u a dy metrika szerint. A . Allitas alapjan meg kell
mutatnunk, hogy u € F'. Node a fenti kévetkezmény szerint lim z,, = u a d; metrikdban is
teljesiil, igy a . Allitasbol kapjuk, F' di-beli zartsaga miatt, hogy u € F O

2.47. Tétel. Az (R",d.,) térben minden korldtos és zdrt halmaz sorozatkompakt.

Bizonyitds. Legyen el6szor n=2 az egyszertiség kedvéért. Mivel tetszbleges korlatos és zart
halmaz a [2.35] Tétel szerint belefoglalhatd egy origd koriili zart gémbbe, a Tétel
szerint elég belatni, hogy B, (0,7) = [0,7] x [0, 7] sorozatkompakt halmaz barmely r > 0
esetén. Legyen (1) C Boo(0,7) tetszdleges sorozat R%-en. Ekkor az (z1) C [0,7] (az els§
koordinatakbol 4llo) sorozatnak a Bolzano-Weierstrass tétel szerint létezik egy konvergens
részsorozata, (x, ), melynek hatarértéke is [0, r]-ben fekszik. Most valasszunk, szintén a
Bolzano-Weierstrass tétel szerint, az (27 ) C [0,r], 2. koordinatakbol allo sorozathol egy

konvergens részsorozatot, (xikl)—t, aminek a hatéarértéke szintén [0,r]-ben van. Ekkor az
() C B, (0,7) =[0,7] x [0, 7] sorozat konvergens, és hatarértéke Bo.(0,7)-ben van.
Hasonl6é meggondolassal bizonyithato az allitas tetszéleges n-re. O

2.48. Ko6vetkezmény. Az (R",d.,) térben egy halmaz pontosan akkor sorozatkompakt, ha
korldtos €és zdrt.

Bizonyitds. Kovetkezik az el6z6 és a Tételekbdl. O

2.49. Tétel. Tetszdleges pe(l, 00| valds szdm esetén az (R™, d,) térben egy halmaz pontosan
akkor sorozatkompakt, ha korldtos és zdrt.

Bizonyitds. Kovetkezik a Tételbdl, valamint a|2.44], a[2.46] és a[2.48] Kovetkezmények-
bél. OJ

2.3. Metrikus terek teljessége.

2.50. Definicié. Legyen (X, d) metrikus tér, (x,) C X. Azt mondjuk, hogy (z,) Cauchy-
sorozat, ha minden € >0 szdmhoz létezik N € N kiiszobindex, hogy minden n, m > N esetén
d(zp, xm) <e.

2.51. Allitas. Minden konvergens sorozat Cauchy-sorozat.

Bizonyitds. Legyen (x,)C X konvergens sorozat, lim, .., =, =u és legyen £ >0 tetszéleges.
Valasszunk a sorozat-hatarérték definicidja szerint €/2 > 0-hoz N kiiszobindexet, amire
tehat teljesiil, hogy n > N esetén d(z,,u) < /2. Ekkor ha n,m > N,

d($n>$m) < d(l'n, U)+d(u,xm) < %—{—g = .
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2.52. Példa. Cauchy-sorozatra, ami nem konvergens Legyen X :=R\ {0}, d:=d.|x. Tek-
intstik az (%) C X sorozatot. Kénnye lathato, hogy ez a megadott metrikiban Cauchy-
sorozat, de nem konvergens, mert a hatarértéke 0 kellene legyen, ami nem eleme X-nek.

2.53. Allitas. Ha dy ~ dy metrikdk X -en, akkor az (X, d,) és (X, dy) terekben ugyanazok
a Cauchy-sorozatok.

Bizonyitds. A bizonyitas a Kovetkezmény bizonyitasaval hasonlo médon torténik. [

2.54. Definici6 (FONTOS!). Egy (X, d) metrikus teret teljes metrikus térnek mondunk,
ha benne minden Cauchy-sorozat konvergens.

2.55. Allitas. Ha dy ~ dy ekvivalens metrikdk X-en, akkor az (X,d,) és (X,dy) terek
egyszerre teljesek vagy nem teljesek.

Bizonyitds. Azonnal adodik a [2.53] Allitasbol. OJ

2.56. Példak (Teljes metrikus terekre).

I (R",d,), p€[1,+00]. Az el6bbi allitas és a[2.42] Tétel szerint elég az (R™, du) térre
belatni. Meggondolhato, hogy (z,) C (R", d) pontosan akkor Cauchy-sorozat, ha
minden i € {1,...,n} esetén az i. koordinatakbol all6 (z¢) C R Cauchy-sorozat —
tehat konvergens, a valos sorozatoknal tanultak szerint. Legyen

lim 2! =",
n—oo
Egyszertien lathato, hogy az u:= (u',...,u") definicioval

lim z, =u a d,, metrikdban,

n—oo

tehat (z,) konvergens.
II. Jelolje b(H) a H C R halmazon korlatos fiiggvények halmazat és legyen

do(f, 9) = sup [f(h)—g(h)|.

Ko6nnyen lathatd, hogy ez metrika. A (b(H),d) tér teljes metrikus tér. Ugyanis
legyen (f,) C b(H) Cauchy-sorozat, vagyis minden ¢ > 0 szamhoz létezik N € N,
hogy n,m > N esetén

doo(fna fm) ‘= sup |fn(h)_fm(h)| <Eé.
heH

Ebbél kévetkezik, hogy minden h € H esetén

|fn<h) - fm(h)| <g,
tehat rogzitett h-ra (f,(h))CR Cauchy-sorozat, igy konvergens. Jelolje a hatartéket

lim fu(h):= f(h), h € H.

Megmutatjuk, hogy (f,,) a ds metrikiban tart az igy definialt feb(H) fiiggvényhez.
Legyen ¢ > 0 rogzitett. Valasszunk €/2-héz N € N-et ugy, hogy n,m > N esetén

sup |fu(h) = fm(h)] <e/2, (2.4)

tehat specialisan, n:= N és m > N-re

|fx(h) = fm(h)| < &/2 minden h € H-ra.
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Ekkor az m — oo hataratmenetet elvégezve kapjuk, hogy tetszéleges h € H-ra
[fn(h) = f(R)] <e/2.
Masrészt ha n > N, akkor (2.4)) és az elébbiek alapjan minden h € H esetén
[fu(h) = F(R)] < [fu(h) = In(B)|+[fn(h) = f(h)| <e/2+e/2 =
Tehat taldltunk olyan N-et, hogy ha n > N, akkor

sup [fn(h) = f(h)] <e,
heH

amibdl az allitas kovetkezik.

2.57. Megjegyzés. Vilagos, hogy az (f,) C b(H) fliggvénysorozat d.-beli konvergenciaja a
fiiggvénysorozat egyenletes konvergencidja, ugyanis f, — f d..-ben ekvivalens azzal, hog

an :=sup |fn(h)—f(h)] —0, n— 0.
heH

2.58. Allitas. Legyen (X,d) teljes metrikus tér és M C X zart részhalmaz. Ekkor dyy :=
= d|pwnr Jeldléssel (M, dyy) teljes metrikus tér.

Bizonyitds. Legyen (x,) C M Cauchy-sorozat dy; szerint. Ekkor (z,) C X is teljesiil, és
(x,) nyilvan Cauchy-sorozat d szerint is, tehat (X, d) teljessége miatt konvergens. Legyen
a hatarértéke u € X. Node a [2.19] Allitas miatt v € M is teljesiil, és ezzel az allitast
belattuk. O

2.59. Kovetkezmény. A [2.56 Példdban felsoroltak alapjin ([a,b],d.), (Cla,b],ds) és
(R[a,b],dw) teljes metrikus terek (Id. az eldzd félév 6.10. és 6.13. Tételei).

2.60. Definici6. Legyenek (X, d) és (Y, p) tetszdleges metrikus terek. Azt mondjuk, hogy
az [ : X —Y leképezés kontrakcid, ha létezik g € [0,1), hogy
p(f (1), f(x2)) < q-d(1,22), 1,29 € X.
2.61. Tétel (Banach-féle fixponttétel). Legyen (X, d) teljes metrikus tér, f: X — X kon-
trakcio. Ekkor f-nek létezik egyértelmd fixrpontja, vagyis 3'u € X, melyre
flu) = u.
Bizonyitds. Legyen g € X tetsz6leges, és indukcioval, x,, := f(z,_1), n € N. Az igy kapott
(x,) C X sorozatra
d(Z‘n, xm) S d(l’n, xn—l) +d(xn—17 'rn—2> +-- +d(xm+17 me)
= d(f(xn—l)a f('rn—2)) +d(f($n—2)> f(xn—fﬂ)) T+ +d(f<xm)> f(xm—1>)
S q (d(xn—la xn—2) +d(xn—27 xn—?;) +--- +d<xm7 xm—l))

m n

—dq
—q
tehat (z,) C X Cauchy-sorozat, és X teljessége miatt konvergens. Legyen

< (" ") d(y, wo) =

— 0, n,m— o0

w:= lim x,.

n—oo

Megmutatjuk, hogy u fixpontja f-nek. Mivel
d(u, f(u)) < d(u, 2) +d(@n, f (1)) = d(u, 2,) +d(f (2n-1), f(u))

< d(u> xn) +Q'd($n717 u) - 07 n— 00,
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ezért d(u, f(u)) =0, tehat u= f(u). Ha v = f(v) is teljesiil, akkor
0 < d(u,v) =d(f(u), f(v)) < q-d(u,v),
ami 0 < ¢ < 1 miatt csak agy lehet, hogy d(u,v) =0, vagyis u = v. O

3. NORMALT TEREK
3.1. Definicio. Legyen X egy (valos vagy komplex szamtest feletti) vektortér. A
|1 : X — [0, +00)

fiiggvényt az X-en értelmezett normdnak hivjuk, ha kielégiti alabbi 3 tulajdonsigot:

(i) ||z|]| =0« 2 =0;
(ii) Ve € X, A€ R(C) esetén |A-z|| = [N ||z
(iii) Vz,y € X esetén ||[z+y| < ||z||+]|y|| (hdromszig-egyenlGtlenség).

3.2. Definici6. Az (X, ||-||) rendezett par normdlt tér, ha X (R vagy C feletti) vektorteér,
||| pedig rajta értelmezett norma.

3.3. Példak (Normalt terekre).

II. (R™ || *]|so), @ahol = (z1,...,2,) € R" esetén

,,,,,

L. (b(H),||*]|s), ahol b(H) jeloli a H halmazon értelmezett korlatos valos fiiggvények
halmazat, f € b(H) esetén

[flloc = sup [f(R)].
heH

3.4. Allitas. Legyen X :=R", p € [1, +00). Az

lall, = (Zm\p)p (3.)

egyenldséggel definidlt fiigguény norma R™-en.

Bizonyitds. Az (i) és (ii) tulajdonsagok nyilvanvaloak. A (iii) haromszog-egyenlGtlenség
bizonyitasdhoz sziikségiink lesz egy lemmara. Ha X vektortér, akkor egy C' C X halmazt
konvex halmaznak hivunk, ha minden z,y € C és t €[0,1] esetén t-z+(1—t)-y € C teljesiil.
3.5. Lemma. A

B:={zeR":|z||, <1}
konvex részhalmaza R™-nek.

Bizonyitds. Legyenek x = (x1,...,2,) € B, y=(v1,...,yn) € B és t € [0,1]. Nyilvanvaloan
elég megmutatni, hogy

>tz (1—t)pfP <1
h=1
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teljestil.
Dol (U=t gl < D (a1 =6) -yl <D (ol + (1= 1) - [yl?)
k=1 k=1 k=1
=t JaH 1= |l =t+(1-t) =1,
k=1 k=1

ahol az elsG egyenl6tlenségben az abszolit értékre vonatkozé haromszog-egyenlGtlenséget
alkalmaztuk és felhasznaltuk, hogy p>0; a mésodik egyenlGtlenségben pedig azt hasznaltuk,
hogy p > 1 esetén a Ry 3 z — 2P fiiggvény konvex. 0

Ha x =0 vagy y =0, akkor ||z +yl, <|/z|l,+|lyll, nyilvin teljesiil. Ha x # 0 és y # 0, akkor

T cBes L eB.
|, Yl

A (77) tulajdonsag felhasznalasaval

[T+l Z‘—-(xﬂ/)
2|+ |yl Pl + lyll »
S T
lzllp+lylly [zl Nzl + 1yl [yl 1],
mivel
|, lylle ]
zllp+ylly [zl +llyll,
és alkalmaztuk a fenti Lemmaét. O

3.6. Allitas. Ha (X, ||-||) normdit tér, akkor a
d: X x X —[0,+00),dy.(z,y) = d(z,y) == ||z —y]

hozzdrendeléssel értelmezett fligguény metrika X -en, amelyet a norma altal indukalt met-
rikdnak hivunk. Tehdt minden normdlt tér eqyben metrikus tér is.

Bizonyitds. A Definicio (i) tulajdonsaga a d fliggvényre a Definicio6 (i) tulajdon-
sagabol nyilvanvalo. A d (i) szimmetrikussédga kovetkezik abboél, hogy a norma (i) tula-
jdonsagaban A = —1-et frunk. A metrikidra vonatkoz6 haromszog-egyenlGtlenség pedig az
alabbiakbol adodik:

d(z,2) = |lz—z|| = |(x—y) +(y—2)|| < |z =yl +ly— 2l = d(z,y) +d(y, 2).
0

3.7. Kovetkezmény. Az (X, ||-||) normdlt térre érvényes mindaz, amit metrikus terekre
tanultunk.

3.8. Megjegyzés. Vigyazat!!! Nem minden metrika szarmazik normabol!

3.9. Kévetkezmény. A [2.5(i) Példiban definidglt d,, : R" x R",

1
e (S
k=1
figgvény metrika (a . Allitdasban szerepld norma dltal indukdlt).
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3.10. Definici6. Legyen X vektortér, és ||« ||1,] - |]2 : X — (0,+0c] normék X-en. Azt

mondjuk, hogy a |- || norma ekvivalens a || - ||2 norméaval, ha léteznek m, M > 0 szamok,
hogy

m-||z)|2 < ||z]i < M -||z||2 minden z € X esetén. (3.2)
Jelolesben: || -]|1 ~ || - ||2-

3.11. Allitas. Legyen X wektortér, és ||-||1, ||-||l2: X — (0, +00] normdk X-en. A ||-||; norma

pontosan akkor ekvivalens a |- ||2 normdval, ha az dltaluk indukdlt metrikdk ekvivalensek.
Bizonyitds. Azonnal kovetkezik a [2.41] Definiciobol és a[3.6] Allitasbol. [

Az alabbi tulajdonsagt normélt terek elmélete fontos fejezetet jelent az analizisben, ezen
beliil a funkcionalanalizis témakdrében.

3.12. Definicié. Legyen (X, | -]||) norméalt tér olyan, hogy a norma &ltal indukalt d
metrikiara nézve X teljes metrikus tér, vagyis (X, d) teljes. Ekkor X neve Banach tér.

3.13. Példa (Banach térre). A [2.56{11. Példa alapjan (b(H), ||+ |l«) Banach tér.

4. FOLYTONOSSAG, HATARERTEK METRIKUS TEREKBEN
Legyenek az alabbiakban (X, d;), i = 1,2 metrikus terek, H C Xy, f: H — Xo.

4.1. Definicié. A fenti feltételek mellett f folytonos az uw € H helyen vagy az u pontban,
ha minden € > 0-hoz létezik 6 >0, hogy minden x € H, d;(x,u) <4 esetén do(f(x), f(u)) <e.
Maésképpen: minden e > 0-hoz létezik § > 0, hogy minden = € B;(u,0) N H esetén f(x) €

€ Bg(f(u), 8).

4.2. Definici6. Azt mondjuk, hogy f folytonos a H halmazon, ha annak minden pontjaban
folytonos.

4.3. Definici6. Legyen f: H — X5, u€ H', v € X5. Azt mondjuk, hogy f hatdrértéke az u
helyen v, ha minden € > 0-hoz létezik 6 > 0, hogy minden x € H, x # u, dy(z,u) < ¢ esetén
do(f(x),v) <e.
Masképpen: minden & > 0-hoz létezik § > 0, hogy minden z € By (u,0) N H esetén f(z) €
S BQ(U, 8).
Jelolés:

lilanf = v vagy glcmi f(x)=w.
4.4. Megjegyzés. A fenti definiciok gombdokkel valo ekvivalens megfogalmazasaibol nyilvan-

valo, hogy a definiciok fiiggetlenek az egyes tereken vett ekvivalens metrikaktol, 1d. a[2.43| Al-
litast.

A valos fliggvényeknél tanultakhoz analég modon megfogalmazhatunk atviteli elveket.

4.5. Tétel (Atviteli elv folytonossagra). A fenti feltételek mellett ekvivalensek:

(a) [ folytonos u-ban;
(b) minden (x,) C H, x, — u sorozat esetén f(x,) — f(u).

Bizonyitds. A valos fliggvényekre vonatkozo atviteli elvhez hasonloan torténik.

(a) = (b): Legyen (x,) C H, x, — u, valamint ¢ > 0. Ekkor a folytonossag definici6ja miatt
létezik 9 >0, hogy minden x € H, dy(z,u) <6 esetén do(f(z), f(u)) <e. Node a konvergencia
miatt § > 0-hoz létezik N € N, hogy minden n > N indexre d;(z,,u) < §. Tehat n > N-re

dy(f(xn), f(u)) <&, igy flwn) — f(u).
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(b)=(a): Indirekt tegyiik fel, hogy f nem folytonos u-ban. Ekkor létezik olyan >0, melyhez
minden neN esetén talalunk x, € By (u, +)NH elemet, hogy f(x,)¢Ba(f(u),e). Igy kaptunk
egy @, — u sorozatot (hiszen d(z,,u) < + — 0), melyre f(z,) - f(u), ellentmondas. [

4.6. Tétel (Atviteli elv hatarértékre). Legyen f:H—Xo, u€ H', v€Xy. Ekkor ekvivalensek:

(a) lim, f=wv;
(b) minden (x,) C H, x, #u, x, — u sorozal esetén f(x,) —v;

(b)* minden (x,) C H, x, # u, x, — u sorozat esetén (f(x,)), .y konvergens.

neN
Bizonyitds. A folytonossagéhoz ill. a valos fiiggvényeknél tanultakhoz hasonlé6 modon tor-
ténik. [
4.7. Definicié. Az f: H — X, fiiggvényrdl azt mondjuk, hogy Lipschitz-tulajdonsdgu H-n,
ha létezik L > 0, hogy

da(f(z), f(y)) < L-di(x,y) minden =,y € H esetén.

Viladgos, hogy a [2.60] Definicioban bevezetett kontrakcié Lipschitz-tulajdonsagi L = q
valasztassal.

4.8. Allitas. Ha f Lipschitz-tulajdonsdgi, akkor folytonos is H-n.
Bizonyitds. Vilagos, hogy € > 0-hoz ¢ := 7 valasztas j6 minden h € H-ra. O

4.9. Példak (Metrikus tereken értelmezett folytonos fiiggvényekre).
I. Az
+,— :RxR—R
(Osszeadas, kivonéas, szorzas) fiiggvények folytonosak (bizonyitas: atviteli elvvel
és a valo sorozatoknal tanultak segitségével, R2-en vehetjiik a d,, maximum-
metrikat);
II1.
-:RxR\{0} —R
(osztas) folytonos (bizonyitas szintén atviteli elvvel);
III. Ha (X;,d;), i = 1,2 tetsz6leges metrikus terek, ¢ € X5 adott, akkor az f(x) := ¢,

x € X, konstans fiiggvény folytonos;
IV. Legyen a = (ay,...a,) € R" adva. Az

A:R"—>R, Az ::Zaixi, x=(x1,...,2,) ER"
i=1

homogén linearis fiiggvény folytonos, ui.:

|Az — Ay| = Zazxi_zai% = Zai'(ﬂé’z Yi)
i=1 i=1 i=1
< Z |ai| |z —yi| < ehax |2 — yil Z |ai]
i=1 o i=1
= doo(xu y) ’ L7

vagyis A Lipschitz-tulajdonsaga L :=>"" | |a;| konstanssal;
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V. Tekintsiik az

F:(R[a,b]),ds) — R, Ff :z/ f, [ € Rla,]

linearis leképezést. Ennek folytonossagat kétféleképpen is bizonyithatjuk. Az atvi-
teli elv segitségével: az elmult félévben a 6.13 Tételben lattuk, hogy ha f, — f a
do, metrikdban — vagyis f, — f —, akkor

Z/abfn—>/abf=Ff-
/ o)

- )'SUP [f(x) = g(x)] = L-dw(f, 9),

z€la,b]

MAsrészt :

|Ff—Fg|=

vagyis F' Lipschitz-tulajdonsag.
A kovetkezSkben az Xs := R™ esetet vizsgaljuk.
4.10. Definici6. Legyen (X, d) tetsz6leges metrikus tér, H C X és f: H — R" fliggvény.

Ekkor f i. koordindtfigguényének azt az f;: H—R leképezést nevezziik, mely minden he H
elemhez hozzarendeli az f-fel vett képének i. koordinatajat, vagyis

fi(h) = f(h);, heHi=1,...,n

4.11. Tétel. Egy f: H— R" fiigguény pontosan akkor folytonos eqy u € H pontban, ha ott
minden koordindtafiggvénye folytonos.

Bizonyitds. Ha f folytonos u-ban, akkor minden & > 0-hoz létezik § >0, hogy ha d(z, u) <4,
akkor

|[fi(z) = filu)| < A |[fi(2) = fi(w)] = doo(f (), f(u)) <,

tehat az f; koordinatafiiggvény is folytonos u-ban.
Masrészt ha minden f; folytonos u-ban, akkor € > 0-hoz léteznek ; >0, 1=1, ..., n szdmok,
hogy d(x,u) < d; esetén |f;(z)— f;(u)| <e. Véve

0:= min d;,
ie{1,...,n}

d(z,u) < § esetén | f;(x)— fi(u)| < e minden i-re, tehat

max \fz() filw)] = doo(f(2), f(u)) <

i€{l,...,n}
is teljesiil. Igy f is folytonos u-ban. O
4.12. Tétel. Legyen f: H —-R", wue H', v=(vy,...,v,) € R". Ekkor lim, f =v pontosan
akkor teljesiil, ha minden i =1,...,n esetén lim, f; = v;.
Bizonyitds. A fenti bizonyitashoz analég modon lathato. O

Most az X := R? esetet vizsgaljuk.
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4.13. Definici6. Legyen f:R? — X,. Ekkor f parcidlis fiigguényei a (rgzitett y melletti)

fGy) R—=Xo, w0 f(,y)
ill. (a rogzitett = melletti)

f@,):R— Xo,y— f(z,y)
fiiggvények.

4.14. Allitas. Ha f folytonos az (uy, us) ER? pontban, akkor f(-,uy) folytonos azu, helyen,
f(u1,-) pedig folytonos az uy helyen.

Bizonyitds. Az €>0 szamhoz mindkét esetben ugyanaz a 6 >0 valaszthato, mint f-hez. [

4.15. Megjegyzés. A fenti allitds megforditdsa nem igaz!!! Legyen
Ko={(z.y) e R :w >0, (01 +y* =1}

L (zy) e K;
f(x’y)'_{o, (z,y) € R?\ K.

Ekkor f a (0,0) helyen nem folytonos. Mésrészt f(-,0)=0 és f(0,-)=0 folytonos fiiggvények.

Definialja

A tovabbiakban az egyvaltozos fiiggvények folytonossagarol és hatarértékeérsl tanult fontosabb
tételek metrikus terek kozott hato fliggvényekre vald altalanositasaval foglalkozunk.

4.16. Tétel (Fiiggvényhatarértékre vonatkozdo Cauchy-féle feltétel). Legyen (X1,d;) tet-
szdleges metrikus tér, (Xa,ds) teljes metrikus tér, H C Xy, f: H — Xy, u € H'. Ekkor az
alabbiak ekvivalensek:

(a) f-nek létezik hatdrértéke u-ban;

(b) Ve > 0-hoz létezik § > 0, hogy minden x,y € By (u, )N H esetén dy(f(x), f(y)) <e.

Bizonyitds. (a) = (b): Vélasszunk a v € X hatarérték definicidja szerint létez o-t 5-hoz.
Ekkor x,y € By(u,d) N H esetén
£ €
(@), S(9)) < do(f (), v) + dofo, f(9) < 5+ 5 ==

(b) = (a): Az atviteli elvet fogjuk igazolni. Legyen H\ {u} > z,, — u. Megmutatjuk, hogy
a[d.6] Tétel (b)* feltétele teljesiil, vagyis (f(2n))nen konvergens. Ehhez X, teljessége miatt
elegendd belatni, hogy Cauchy-sorozat. Legyen € > 0 adva. A feltétel szerint ehhez létezik
6 >0, hogy minden z,y € By(u,6) N H esetén do(f(z), f(y)) <e. Node (z,,) konvergenciaja
miatt 6 > 0-hoz van N € N kiiszébindex, melyre n,m > N esetén x,,, z,, € Bi(u,d). Ekkor
do(f(zn), f(xm)) <e, tehat (f(z,))nen Cauchy-sorozat. O

4.17. Tétel (Kompoziciofiiggveny folytonossaga). Legyenek (X, d;) metrikus terek, i =
=1,2,3, valamint f, : X1 — Xo, fo: Xo — X3 fiigguények. Tegyiik fel, hogy fi folytonos az
uy € Xy helyen, fo folytonos az us:= fi(uy) helyen. Ekkor foo f1: X7 — X3 folytonos az uy
helyen.

Bizonyitas. A [1.5] Tételbeli atviteli elvet fogjuk alkalmazni. Legyen z,, — u; tetszdleges
sorozat. Az f; folytonossagara vonatkozo atviteli elv alapjan fi(z,) — fi(u1) = us. Az fy
fiiggvény uo-beli folytonossagat kihasznalva

fz(f1(37n)) - f2(f1(u1)) = f2(u2)7

amib6l az allitas kovetkezik. O
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4.18. Tétel (Kompoziciofiiggvény hatarértéke). Legyenek (X, d;) metrikus terek, i=1,2,3.
Tovdbbd legyenek Hy C X1, Hy C X5 uy € Hy és f1: Hl — Xo, fo: Hy — X3 fligguények.
Teqgyiik fel, hogy létezik

lim f := us.
ui

Az alabbi két dllitds barmelyikébdl kovetkezik, hogy
3 1}}'}1(f2 @) fl) = us.

(i) uy € Hy és fy folytonos ug-ben, fo(us) = us;
(i1) us€ HY és Ilim,, fo:=us, tovdbbd f injektiv az uy egy kornyezetében (vagy ua¢ R(f1)).

Bizonyitds. A fenti bizonyitashoz hasonloan, a [4.6] Tétel (a fliggvényhatarértékre vonat-
kozo atviteli elv) segitségével torténik. O

4.19. Példak. Az atviteli elv és a fenti tételek segitségével konnyen lathatd, hogy min-
den (n valtozds) polinomfiiggvény és racionélis tortfiiggvény, valamint minden komplex
polinomfiiggvény folytonos.

A kovetkezd tétel az 1. évben megismert Weierstrass-tétel altalanositdsa metrikus terek
kozott hato folytonos fiiggvényekre.

4.20. Tétel (Weierstrass-tétel). Legyenek (X, d;), i = 1,2 metrikus terek, K C X, soroza-
tkompakt halmaz, f: K — Xy folytonos fiiggvény. Ekkor

fIK)={f(z):z € K} C Xy
halmaz 1s sorozatkompakt.

Bizonyitds. Legyen (y,)nen C f(K) adott sorozat. Meg kell mutatnunk, hogy kivalaszthato
beléle konvergens részsorozat, melynek hatarértéke f(K)-ban van. Node tudjuk, hogy min-
den n-re y,, = f(z,) valamely x,, € K pontra. Az igy kapott (z,,) C K sorozatbhol (K sorozat-
kompaktsaga miatt) kivalaszthat6 (z,, )reny C K konvergens részsorozat, melyre

,}5203”% =u€ K.

Maésrészt f folytonos K-n, tehat az atviteli elv miatt
I f(z,,) = f(u) € f(K)

is teljesiil. Tehat
Yn, = f(2n,), k€N
megfelel§ részsorozat. O

4.21. Megjegyzés. Az 1. évben tanult Bolzano-Weierstrass tétel szerint egy [a, ] CR korlatos
és zart intervallum sorozatkompakt. A fenti tétel alapjan egy f:[a, b]—R folytonos fiiggvény
értékkészlet-halmaza sorozatkompakt, a Bolzano-Darboux tétel alapjan pedig tudjuk, hogy
intervallum. Igy a Tétel szerint az R(f) értékkészlet-halmaz egy korlatos és zart
intervallum, teh&t van legnagyobb és legkisebb eleme. Fz a tavaly tanult Weierstrass-tétel.

Az alabbi definici6 és az azt kovets tétel szintén az egyvaltozos fliggvényeknél megismertek
altalanositésa.

4.22. Definici6. Legyenek (X;,d;), i = 1,2 metrikus terek, H C X;. Azt mondjuk, hogy az
f: H— X, fliggvény egyenletesen folytonos H-n, ha minden € > 0 szamhoz létezik 6 > 0,
hogy minden x,y € H, di(z,y) < 0 esetén da(f(z), f(y)) <e.
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4.23. Megjegyzés. Vildgos, hogy ha egy fliggvény egyenletesen folytonos H-n, akkor ott
folytonos. Tovabba minden Lipschitz-tulajdonsagu fliggvény egyenletesen is folytonos.

4.24. Tétel (Altalanositott Heine-tétel). Legyenek (X;,d;), i =1,2 metrikus terek, K C X,
sorozatkompakt halmaz, f: K — Xs folytonos figguény. Fkkor f egyenletesen folytonos
K-n.

Bizonyitas. Indirekt tegyiik fel, hogy f nem egyenletesen folytonos K-n. Ekkor létezik
olyan € > 0, melyhez minden n € N esetén vannak olyan z,,y, € K pontok, melyekre

B (nse) < ) de do(f (). f ) 2 <

Mivel az igy definialt (z,,),en C K sorozat egy sorozatkompakt halmazban van, ezért létezik
(@n, )ken konvergens részsorozat, melyre

lim z,, =uec K.
k—oo

A feltétel alapjan
1

di(zp,, Yn,) < — — 0,k — o0,
Ny,
ezeért
fim o, =
is teljesiil. Az f fiiggvény folytonossaga miatt (a Tételbeli atviteli elv szerint)
adodik, ami ellentmond a

do(f(Tny), f(Yny)) >, kEN
feltételnek. 0

5. JORDAN-MERTEK R™EN

Elgszor az n=2 (sik) esettel foglalkozunk. Olyan m teriiletfiiggvényt vagy mértéket akarunk
definialni, melyre az alabbi tulajdonsagok teljesiilnek:
I. m>0, m(0)) =0;
I1. egybevagosagra invarins;
ITI. additiv: ha H és G mérhetSek és egymésba nem nyulok (vagyis int H NintG = (),
akkor HUG is mérhets és m(HUG) =m(H)+m(G);

IV. m(Q) =1, ahol Q) az egységnégyzet.
Tekintsiik a sik koordinatatengelyekkel parhuzamos, 2% oldalhossztsagn négyzetekre valod
racsfelbontasat. Ezen kis négyzetek teriiletét (mértékét) a fentiek alapjan ﬁ—nak definialjuk.
Legyen () # H C R? korldtos halmaz. Jelolje H), azon kis zart négyzetek unidjdt a racsbol,
melyek belemetszenek H-ba, H, pedig azon kis zart négyzetek unidjdt, melyek részei int H-
nak. Ezek mértéke m(H}) ill. m(H,) legyen az uniéban szereplé négyzetek szama szorozva
4%—&1. Vilagos, hogy

H, CH,;, és ﬁk—&-l 0 ﬁlm
masrészt
m(H) < m(Hyyq) s m(Hyp) 2 m(Hy).

Ebbdl kévetkezik, hogy (m(H})),cyn monoton nove, (m(Hk))keN monoton fogyo, korlatos
sorozatok.
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5.1. Definici6. A fentiek alapjan definialhatjuk H belsd ill. kiilsd mértékét mint
m(H) := klim m(H,), m(H) := klim m(Hy).

5.2. Definici6. Legyen H C R? korlatos halmaz. Azt mondjuk, hogy H (Jordan-)mérhetd,
ha

m(H)=m(H)=:m(H).

5.3. Példa (Nem mérhets halmazra). Legyen H :=QNQ x Q, az egységnégyzet racionalis
koordindtaju pontjai. Vilagos, hogy H kiils6 mértéke 1, bels6 mértéke 0.

Mérhets halmazok fontos osztalyat alkotjak a nullmértékd halmazok.
5.4. Definici6. Azt mondjuk, hogy H C R? nullmértékd, ha H mérhets és m(H) = 0.
5.5. Allitas. H C R? pontosan akkor nullmértékd, ha m(H}) — 0, k — oo.

Bizonyitds. Ha H nullmértéki, akkor a definiciobol kovetkezik az allités. Ha m(H},) — 0,
akkor 0 <m(H,) < m(Hy) alapjan m(H,) — 0 is teljesiil. O

5.6. Tétel. H C R? pontosan akkor mérhetd, ha OH nullmértéki.

Bizonyilds.
OH C H\H, = 0H; minden k € N,
masrészt
m(OHy) = m(Hy\ ;) = m(Hy) —m(H})

az additivitas miatt.
Ha H mérhets, akkor

m(0Hy) =m(Hy)—m(H,) — 0,k — oo,

tehat OH nullmértékd a fenti allitas miatt.
Ha m(0H) = 0, akkor szintén a fenti allitas miatt

m(0H}) = m(Hy) —m(H,) — 0,k — oo,
vagyis m(H) =m(H), igy H mérhetd. O

5.7. Kévetkezmény. Ha H,G C R? mérheté halmazok, akkor HUG, HNG, H\G is
mérhetdk.

Bizonyitds. Konnyen igazolhato (1d. gyakorlatok), hogy

J(HUG) C 0HUOG,
O(HNG) COHUOG,
J(H\G) C 0HUOG.

fgy a fenti tételbs] kovetkezik az allitas. OJ

5.8. Allitas. Ha H és G mérhetdek és eqymdsba nem nyildk, akkor
m(HUG) =m(H)+m(G).
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Bizonyitds. Konnyen lathato, hogy

m((HUG),) = m(Hy)+m(Gr) —m(Fy),

ahol F}, jeloli a 0H NOG-be metszé 2% oldali négyzeteket, hiszen ezeket elGtte kétszer
szamoltuk. Masrészt

m(F,) =m((0HNOG),) <m(0H) — 0, k — oo,
amibdl az allitasa definici6 szerint kovetkezik. OJ
Egy halmaz mérhetGségét az alabbi modon is karakterizalhatjuk.

5.9. Allitas. A H C R? halmaz pontosan akkor mérhetd, ha léteznek F), és Gy, k € N
mérhetd halmazok, melyek kézrefogiak” H-t, vagyis

. CHCG keN,

tovabbd
m(Gy) —m(Fy) — 0, k — oc.

Bizonyitds. Ha H mérhets, akkor Fj, := H, és Gj := Hy, valasztas jo. A masik irdny bi-
zonyitasahoz adott € > 0-hoz kell keresniink olyan k-t, hogy m(Hy) —m(H,) <e. A feltétel
szerint talalhaté olyan I € N, melyre m(G;) —m(F;) < 5. Ha k elég nagy, akkor

m (@) —m(G)) < g

m(F7) —m ((F)r) <

wl ™

Mivel a feltevés alapjan
Hy C(G))x és Hy, D (F))r,
ezért
((Ge) =m ((FDi)
((GDx) =m(Gr) +m(Gy) —=m(E) +m(F) —m ((F)x) <e.
O

5.10. Kovetkezmény. A H halmaz pontosan akkor nullmértékd, ha minden € >0 szamhoz
van olyan G O H mérhetd halmaz, melyre m(G) < e.

5.11. Allitas. Ha H a koordindtatengelyekel parhuzamos oldali téglalap, akkor mérhetd
ésm(H)=a-b, ahol a és b az oldalhosszisdgai.

Bizonyitds. Diadikus raciondlis koordinataju csicspontokkal rendelkezé téglalapra a defini-
ciobol kovetkezik. Méas esetben kozelitsiik a csicspontok koordinatait diadikus racionalisokkal
— az 1gy kapott téglalapok kiilsg ill. bels¢ mértéke tartani fog az eredeti téglalap kiils6
ill. bels6 mértékéhez. [

5.12. Allitas. Ha f € Cla,b], akkor
graph(f) := {(z, f(z)) : € [a,0]} C R?

nullmértekd halmaz.
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Bizonyitds. Legyen € >0 adva. Mivel f egyenletesen folytonos, ezért ;=-hoz létezik ¢ > 0,
hogy ha |z —y| <4, akkor |f(7)— f(y)| < 3= . Legyen
d={a=uz9,21...,0, =0} € Fla, b

olyan felosztas, melynek finomsaga kisebb, mint 6. Definidlja a G D graph(f) halmazt,
I =z, ], i =1,...n jeloléssel,

G:= CJ ([i X [H}:n fs mex f]) )

i=1
Ekkor
_ €
m(G) = ZI(IZ —.fl,’z',l) : (ml?x f - IIED f) < m : Zl(l‘l —SL’7;71) =E£.
Az allitast az Koévetkezmény alapjan igazoltuk. O

5.13. Kovetkezmény. A kor(lap), ellipszis stb. mérhetd halmazok a sikon.

Bizonyitds. Kovetkezik az Tételbdl és a fenti allitasbol. O

A tovabbiakban tetszéleges n € N esetén bevezethetjiik az m,, R"-beli (Jordan-)mértéket
ill. mérhetGséget az n = 2 esettel analog moédon. A fentiekhez hasonléan definialhatjuk az
R"™ tér koordinatatengelyekkel parhuzamos oldalx, 2% élhossziasaga n dimenzios ,kockakra"
valo racsfelbontdsdt, vagyis egy kocka

i ii+1] Ty g1
ok ok | ok Tk | %

alakt. Egy ilyen kis kocka mértéke legyen 2% Adott H CR" korlatos halmaz esetén jelolje
most Hj, azon kis zart kockak unidjdt a racsbol, melyek belemetszenek H-ba, H, pedig
azon kis zart kockak wunidjdt, melyek részei intH-nak. Ezek mértéke m(H}) ill. m(H,)
legyen az unioban szerepld kockak szdma szorozva 2,%n—al. Vilagos, hogy

{in iy +1

oF o 1 i1y in €T

H, CH,, ¢ts Flc—&—l > Hy,
MAasrészt
m(Hy) <m(Hyq) és m(Hy1) > m(Hy).

Ebbdl kivetkezik, hogy (m(H})),cyn monoton nove, (m(ﬁk))keN monoton fogyo, korlatos
sorozatok. A 2 dimenzi6val analég modon definidlhatjuk az m,,(H) és m,(H) n dimenzios
belsd ill. kiilsd mértéket mint limy_ o my, (H,,) ill. limy oo my,(Hy).
5.14. Definicié. Egy H C R" korlatos halmazt (Jordan-)mérhets halmaznak mondunk,
ha kiils6 és bels6 mértéke megegyezik, és

my(H) :=m,(H) = m,(H)

a H (Jordan-)mértéke.

Konnyen lathato, hogy az Allitasok az m,, n dimenzios Jordan-mértékre is érvény-
ben maradnak. Az Allitast tgy kell modositani, hogy ha H egy n dimenzios, (ko-
ordinatatengelyekkel parhuzamos oldala) tégla, vagyis

H .= [ala bl] X [a2762] XoeeeX [an’ bn]’
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akkor H mérhet§ és
mn(H) = (bl—al)'(bg—ag)" . --(bn—an).

6. RIEMANN-INTEGRAL R"™-EN

6.1. Az n dimenzi6s integral alaptulajdonsagai. Az egydimenzios Riemann-integral-
hoz hasonléan, az n dimenzios Jordan-mérték segitségével definidlni fogjuk f: H CR" —R
korlatos fiiggvények Riemann-integraljat, ahol H mérheté halmaz.

6.1. Definici6. Egy H C R™ mérhetd halmaz felosztdsa egy ® := {H;,... Hy} egymasba
nem nyild, nemiires mérheté halmazokbol all6 rendszer, ahol

N
H=|JH.
=1

A H halmaz felosztasainak halmazat jelolje F(H).

6.2. Példa. Legyenek Ti,..., Ty az R™ tér egy racsfelbontasanak azon téglai, melyekre
T,NH#(,i=1,...,N. Legyen H;:=HNT;, i=1,...,N. Ekkor {H;,... Hy} a H halmaz
egy racsszerd felosztdasdat adja.

6.3. Definici6. Legyen f: H — R korlatos fiiggvény, H C R™ mérhets, ® :={Hy,... Hy}
a H egy felosztasa. Ekkor az f ® felosztashoz tartozo also ill. felsd kdzelitdosszege
N

(@)= 3 (igt ) )

=1

ill.
55()=3 (s ) ).

i—1 \H

6.4. Definici6. Ha ¢ :={H,,... Hy} és ¥V :={G4,...,Gy} a H C R" mérhet§ halmaz
felosztasai, akkor

a ¢ és U felosztasok kizos finomitdsa.

Az el6z6 félév 3.6 Tételéhez hasonloan belathato, hogy tetszéleges @, U felosztasokra
s7(®) <sp(PVV) < Sp(BV ) < 5p(W),

specialisan
57(®) < S;(0).

6.5. Definici6. Legyen f: H — R korlatos fliggvény, H C R™ mérhet6. Az f Darboux-féle
also integrdlja

[ 1= sup{ss(@): 0 € 5},
i
Darbouz-féle felsd integrdlja

/*f =1inf {S;(P): P F(H)}.
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4f§4]1

6.6. Megjegyzés. Konnyen lathato, hogy a Darboux-féle integralok definici6jaban elég racs-
szerd felosztdsokat venni.

A fentiekbdl nyilvanvald, hogy

Ezek alapjan mar definidlhatjuk a Riemann-integralhatosagot.

6.7. Definicié. Legyen f: H — R korlatos fiiggvény, H C R"™ mérhets. Azt mondjuk, hogy
f Riemann-integrdlhato H-n, ha

L=

H H

J,*

A H halmazon Riemann-integralhato fiiggvények halmazat jelolje R(H).

A koz0s értéket jelolje

A tovabbiakban kimondunk az egydimenzios Riemann-integralnél tanultakhoz analég integ-
ralhatosagi kritériumokat. A bizonyitasok egy az egyben atvihet6k n dimenzios integralra.
A tételek kimondasahoz sziikségiink lesz néhany definiciora.

6.8. Definicié. Az f: H — R fiiggvény ® € F(H) felosztashoz tartozo oszcilldcids dsszege
Qp(®) := Sp(P) —54(D).
A ®:={Hy,... Hy} felosztas finomsdgdn a
|®| :=sup {diam H,;:i=1,...,N}

(pozitiv) szamot értjiik. Azt mondjuk, hogy a EERYN egy, a ® felosztdsra illeszkedd vektor —
jelolésben Ex® —ha ;€ H;, i=1,...,N. Az f figgvény (P, £) parhoz tartozo Riemann-féle
kézelitdisszege:

6.9. Tétel. Legyen f: H — R korldtos figguény, H C R" mérhetd. Az f Riemann-integ-
ralhatosdgdval az alabbi feltételek bdrmelyike ekvivalens.

L. (Leghasznosabb kritérium) Minden € > 0 szamhoz létezik ® € F(H) felosztds, hogy
Qf(q)) <e.

II. (Riemann-féle kritérium)Taldalhato olyan A€R, hogy minden e >0 szdmhoz létezik
d >0, hogy minden ® € F(H), || <J és minden £ x O esetén

o7 (®,6) = A <e.

A=

Bizonyitds. Az el6z6 felév 3.12 és 3.22. Tételeinek bizonyitasaval megegyez6 modon torténik.
O

Ekkor

Osszefoglaljuk a Riemann-integral legfontosabb tulajdonsagait.
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6.10. Tétel. Legyenek f,g € R(H), c € R.
I Ekkor f+g€ R(H) és c-f € R(H), valamint

/f+g /f+/g7
[en=c|1

[r<]

Bizonyitds. Az el6z6 félev 3.26. Allitasaval analog modon. OJ

1I. Ha f < g, akkor

6.11. Tétel. Legyenek A, BCR"™ egymdsba nem nyild mérhetd halmazok, f|4 integrdlhato
A-n és f|p integrdlhaté B-n. Ekkor f integrdlhaté AUB-n is és

fua? /H/f

Bizonyitds. Legyenek ® = {Ay,..., Ax} € F(A ={DBi1,...,Bu} € F(B) tetszbleges
felosztasok. Ekkor
D:={A,...,Ax,Bi,..., By} € F(AUB),
tovabba
D) =ss@) 45,0 < [ £ [ 15@+50)=5,0)
AUB  AUB

Ebbdl a bal oldal szuprémumaét, a jobb oldal infimuméat véve minden ® € F(A) és ¥ € F(B)
felosztasra kapjuk, hogy

Jrefo=foe o= [rs [os [ [a= [
amibol az allitas kovetkemk. . O

Ezen tétel fontos kovetkezménye, hogy minden integral tekinthets téglan vett integralnak.

6.12. Tétel. Legyen T C R" tégla, H C'T mérhetd halmaz, f € R(H). Ekkor az

o ) flx), reH,;
Jw):= {0, €T\ H

mddon definidlt f: T — R figguény integrdlhaté T-n és

e

Bizonyitds. Mivel H és T'\ H mérhetd, egymasba nem nyulé halmazok, ezért alkalmazhato

\

Szintén a Tétel kovetkezménye az alabbi allitas.
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6.13. K6vetkezmény. Legyenek B C A mérhetd halmazok, f integrdlhaté A-n. Ekkor f|p
(f megszoritisa B-re) integrilhatd B-n.

Az egyvaltozos esetben lattuk, hogy minden f € Cl[a,b] folytonos fiiggvény Riemann-
integralhato, és a bizonyitasban f egyenletes folytonossigat hasznaltuk fel (Id. el6z6 félév
3.15 Tétel). Ennek megfeleléen n dimenzioban fel kell tenni a H értelmezési tartomany
mérhetsége mellett a kompaktsagat.

6.14. Tétel. Legyen H C R™ mérhetd kompakt halmaz, f: H — R folytonos. Ekkor f
Riemann-integralhato H-n.

Bizonyitds. A[6.9] Tétel (i) allitasat fogjuk felhasznalni. Legyen >0 adva. Mivel a feltételek
miatt a . Tétel szerint f egyenletesen is folytonos H-n, azért —— >0-hoz létezik olyan

mn (H)
0 >0, hogy

|f($)_f(y)| < mn(H)’ ha de<m7y) < 57

ahol d. az m dimenzids euklideszi tavolsagot jeloli. Valasszunk H-nak egy olyan & =
={H,,...,Hy} felosztasat, amelyben diam H; <0, i=1,..., N (ilyen létezik, pl. vehetiink
o oldalt racsszert felosztast, ahol § < 0). Ekkor a feltétel szerint

(@) = D omp (f(2) = S (y) 2, € Hi) o (Hy) < - 3 mn(Hy) =,

amivel az allitast belattuk. 0J
A kovetkezd fontos tételek arrdl szolnak, hogy mi koze az integralnak a mértékhez.

6.15. Tétel. Legyen H CT CR"™, ahol H tetszdleges halmaz, T tégla. Jelilje
1, zeH;
N ' 6.1
() {0, veT\H, (6.1)
a H halmaz karakterisztikus fiiggvényét T-n. Ekkor

m, (H) = / o mt) = [ .

Bizonyitds. A fels integralra-kiils6 mértékre vonatkozé allitdst bizonyitjuk, a masik ha-
sonl6an megy. Legyen ¢ >0 adva. A kiils6 mérték definicidja szerint taldlhat6 olyan k € N,
hogy az R" tér 2% oldalt kockékra val6 felbontasanak elemeit {7} }-vel jelolve,

> ma(Ty) <M, (H) +e.
TjﬁH#@

Vilagos, hogy a T;NT # () alaka halmazokat tartalmazé ®={F,..., Fiy} rendszer a T egy
felosztasat adja, igy

[ x> m(F)y = Y malF) s Y malm) <mai+,

I -1 F,NHA0 T;NH#D
hiszen F;NH =T;NTNH =T;NH. Mivel € > 0 tetszéleges volt, ezért

[ <.

T
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A masik irdnyt egyenlStlenség bizonyitasdhoz jelolje {T;} az R™ egy tetszlleges racsfel-
bontasédnak elemeit. Ekkor a T;NT # () alaka halmazokat tartalmazo ¥ = {Gy,...,Gy}
rendszer a T egy felosztasat adja. Ebbdl

ma(H) < Y ma(G)= Y 1ma(G)+ Y 0-mu(Gi) =Sy, (¥),
GlﬁH#@ GZQH#Q) G;NH=0

amibgl

m,(H) < /* XH-

OJ

6.16. Kovetkezmény. Egy H C T halmaz pontosan akkor mérhetd, ha a szerint
definidalt xy Riemann-integrdlhato T-n. Ekkor

ma(H) = / -

6.17. Tétel (Az integral geometriai jelentése). Legyen H C R™ mérhetd. Egy f: H — RT
fligguény pontosan akkor Riemann-integrdlhato, ha

subgraph(f) := {(x1, ..., Zp, Tpi1) : (71, ..., 20) € H, 0< 231 < fy,...,2,)} CR™
Jordan-mérhetd. Ekkor
| = o (subgraph(r).
H

Bizonyitds. Kovetkezik a mérhet6ség definiciojabol és a Megjegyzésbol. O

6.2. Fubini tétele, integraltranszformacio. A kovetkezGkben az integralszamitas egy
fontos alaptételét, az integralas sorrendjének felcserélhetGségét bizonyitjuk 2 dimenzidban.
A tétel téglan (téglalapon) vett integralrol szol — de a Tétel alapjan tudjuk, hogy ez
nem jelent megszoritast.

6.18. Tétel (Fubini tétele). Legyen f:R* =R, I} = [a,b] és I, = [c,d] korlitos és zdrt
intervallumok.
(A) wvdltozat. Tegyiik fel, hogy f-re teljesiilnek az aldbbi feltételek :

(A>{ feR(ILx L), és

Vo € I esetén az y— f(x,y), y € Iy figgvény Riemann-integralhats I-ben.
Ekkor
d
o= [ 1) = [ fawin el
I c

jeloléssel ¢ Riemann-integrdlhato I-ben, emellett

/hx!zf:/hgp:/ab (/Cdf(ﬂw"’y)dy) da.

(B) wvdltozat. Tegyiik fel, hogy f-re teljesiilnek az aldbbi feltételek:
(B){ fER( xI), és

Yy € Iy esetén az v — f(x,y), x € I figguény Riemann-integrdlhatd I-ben.
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Ekkor
b
P(z) = f(-,y)z/f(rc‘,y)dx, yel
I a

jeloléssel 1 Riemann-integrdlhato I5-ben, emellelt

Jot = oo [ ([ smas) o

6.19. Kovetkezmény. Ha f-re teljesiinek az (A) és (B) vdltozat feltételei, akkor

/11><12f:/a (/C f(x,y)dy> dm:/cd (/a f(I,y)dx) dy,

vagyis az x €sy szerinti integralds sorrendje felcserélhetd, és az igy kapott integrdlok értékesi
megegyeznek a fiigguény kétdimenzios integrdljdval.

6.20. Megjegyzés. Az (A) ill. (B) valtozat feltételei koziil az els6 mindig teljesiil, ha f
folytonos I x Is-n, 1d. Tétel.

Fubini-tétel (A) vdltozat bizonyitdsa. Legyen ®:={Jy,...J,} €F(I;) az I; intervallum egy
tetszbleges felosztasa, ®o:={ K7, ... K, }€F([2) az I, intervallum egy tetszéleges felosztasa.
Ekkor

@::{JiXKl:izl,...,n,lzl,...,m}Eff([leg)

az I X I tégla egy (mondhatjuk racsszert) felosztasat adja. A ¢ Riemann-integralhato-
sdganak bizonyitasdhoz az integralhatosig Riemann-féle kritériumat fogjuk felhasznéalni
(1d. el6z6 felév 3.22. Tétel). Legyen £ = (&1, ..., &) x @1 a ®; felosztésra illeszked vektor.
Ekkor

my = inf f és My := sup f
JzX 1 Jix K]

jeloléssel my < f(&,y) < My minden y € I, esetén. Mésrészt

pl&) = | f&y)dy = Z f&,

Ezekbsl p-nek a @4 felosztashoz és € vektorhoz tartozo

(@10 Zm il = ZZ( &) 121

=1 [=1

Riemann-osszegét a kovetkezé modon becsiilhetjiik:

sp(@) =) ma | K| | i S 0,(21,6) <D0 My |Ki|- | Ji] = S4(®).

i=1 I=1 =1 =1

Ebb6l e-technikaval, a[6.6] Megjegyzés alapjan kovekezik, hogy ¢ Riemann-integralhato és
integralja megegyezik f I; X Io-n vett integraljaval.
A (B) valtozat analog modon bizonyithato. O

6.21. Megjegyzés. Fubini tétele altalanosithato tetszéleges f:R™ — R fiiggvényre. Pl. n =3
esetén egy f € R (I} x Iy x I3) fiiggvény integralja megfelels feltételek mellett elgall 3 db.
egydimenzios integral iteraciojaként.
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6.22. Példa (Olyan fiiggvényre, melyre nem teljesiil a Fubini-tétel). Legyen f : [0,1] X
x[0,1] = R,

o, O<z<y<l
flr,y) =4 -5, O<y<z<l;
0, kiilénben.
Ekkor
b Lo VAN vl 17t
0 Jo 0 o Y y x 0 Y T,y
Masrészt

/01 /01f(fﬁ,y)dydI:/O1 (/Ox (‘%) dy*/: %dy) dx:/ol (_é+ {_ﬂi) .

Nyilvan f nem integralhato [0,1] x [0,1]-en.

Fubini tételét alkalmazhatjuk egydimenzids integralok kiszamitasara is.

1
r—1
/ dz
o Inzx
integral értékét!

1 1 1 1 1 1 y=1 1 1
/ </ ﬂdy) dx :/ </ eyln"’”dy> dz :/ {—eyln‘”} dz :/ dz.
0 0 0 0 o Lnz =0 o Inx

Fubini tétele alapjan

1 1 1 1 1o B z=1 1
mydy) dx :/ (/ :Uydx) dy :/ {—xy } dy :/ ——dy=1In2.
/0 (/0 0 0 o Ly+1 2=0 0o y+1

Tehat
1
—1
/ v dz =1n2.
o Inz

A Fubini-tétel kovetkezménye az alabbi két allitas.

6.23. Példa. Szamitsuk ki az

6.24. Definicid. Legyenek ¢, o2 € Ca, b] folytonos fiiggvények, ¢;(x) < po(z) minden x €
€(a,b). (Kétdimenzios) normdltartomdny alatt a kovetkezd alaka korlatos és zart (sorozat-
kompakt) halmazokat értjiik:

H={(x,y) € [0, xR 01(x) < y < ¢u(a)} (6.2)

vagy
H={(z,y) € Rx[a,b] : p1(y) < < pa(y)}- (6.3)

6.25. Allitas. Legyen HCR? a vagy (6.3) alaki normdltartomdny, f:H—R folytonos
figguény. Ekkor a esetben

[ ([ ) as
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[r=] ( ij:j fa ym) &

Bizonyitds. Mivel H mindkét esetben korlatos, azért H C I X I, ahol I, [5 egydimenzios
intervallumok. Definialjuk

7 ) flxy), (z,y) € H;
f(x,y) = {0, (:L"y) c ([1 X IQ)\H

a esetben

Az allitas al6.12 és al6.18l Tételekbdl kovetkezik. O

6.26. Allitas (Cavalieri-elv). Legyenek A, B C R?x [0, 4+00) 3 dimenzids lestek, és tegyiik
fel, hogy minden z € [0,400) esetén a z magassdgban vett, xy sikkal pirhuzamos sikmet-
szetik terilete megegyezik, vagyis minden z € [0, +00) esetén

QOA(Z) =Mma ({(l’,y) € RQ : (l’,y,Z) € A}) =My ({(:E?y) € RQ : (l’,y, Z) S B}) = @B(Z)'
Ekkor m3(A) = ms(B), vagyis a két test térfogata is megegyezik.

Bizonyitds. Legyen T:=[ay, by] X [ag, by] X [0, c] olyan tégla, melybe A és B is belefoglalhato.
Definialjuk A és B karakterisztikus fiiggvényét 7T-n:

(2.y.2) = 1, (z,y,2) € 4
XA\ Y, 2) = 0, (z,y,2)eT\A.

(g, 2) =4 b (&Y z) € B;
T, Y, 2) =
XBLEY 0, (x,y,2)eT\B.

A Kovetkezmény és a Fubini-tétel alapjan

0= Lo [([ ] tons dzdy) [
oot [ ([ [ aten )

6.27. Példa (A felgomb térfogata). Az r sugara félgomb térfogata megegyezik annak a
testnek a térfogataval, melyek ugy kapunk, hogy egy » magassagi hengerbdl kivesziink egy
r alapsugari, r magassagu kipot. Az alabbi a4bran lathato, hogy a h magassagt sikmetszet
a gémb esetén egy /12— h? sugart korlap, a masik test esetén egy korgytrd, amit agy
kapunk, hogy egy r sugartu korlapbol kivesziink egy h sugart korlapot. Tehat a sikmetszet
teriilete mindkeét esetben (r? —h?)-7

/ xXp =ms(B).

OJ
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r h

h h

A tovabbiakban az el6z6 félevbdl ismert helyettesitéses integralas elvét (Id. 3.25. Tétel)
fogjuk altalanositani n dimenziora.

Emlékeztetd
Legyen I=|a, b] intervallum, f € R]a, b és f€D'[a, b]. Legyen tovabba I*=[«, (] intervallum,
g : I* — I differencialhaté bijekcio, melyre (fog)-¢g € R, 3]. Ekkor

/Hfz/gi:::)(fog)-g’z/I*(fog)-|g’|-

Hasonl6 képletet fogunk igazolni. Ehhez sziikségiink lesz a parcidlis derivalt fogalmara.

6.28. Definici6. Legyen f:R" — R tetszdleges fliggvény, a = (a4, ...,a,) € D(f) adott
pont. Jelolje i =1,...,n esetén F; vagy Fj, a kovetkez6 R — R fiiggvényt:
E(ZZ:) = E,a(x) = f(aly ey i1, T, Qg 1, - - 7an> S Rv
ahol
.TE_D( ) {l’ER (a’h‘"7ai—17x7ai+17"‘7an)eD(f)}'
Ez a halmaz nem {ires, hiszen a; € D(F;). Az igy kapott F;:R — R fiiggvényt az f fliggvény

a pontbeli i. parcidlis fligguényének nevezziik.

6.29. Definici6. Az f fiiggvényt az a € R™ pontban az i. valtozo szerint parcidlisan folyto-
nosnak, ill. parcidlisan differencidlhatonak nevezziik, ha az F;:R—R fiiggvény az a; pontban
folytonos ill. differencialhatd (ez utobbi esetben azt is fel kell tenni, hogy a; € intD(F})).
Az F!(a;) szamot az f fiiggvény i. valtozo szerinti parcidlis derivdltjanak nevezziik a-ban
és jeloljiik:
0if(a) = Fj(a,).
Ez tehat az
Rz flar,...,a;i1,Z,Qi41,...,0)

R — R fiiggvény derivaltja a;-ben. Az f fliggvény i. parcdlis derivdltfigguénye a

0if :R" =R, (0;f)(a) :=0if(a)
fiiggvény.
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Ezek alapjan mar definidlhatjuk ¢g : R — R” fiiggvények derivdltmdtrizdt. Emlékezziink
vissza, hogy a Definicioban bevezettiik az ilyen fiiggvények g; : R™ — R koordindta-

fligguényeit Ggy, hogy

g=1(91,---,9n), €s gi(x) :=(g9(x));, z€ D(g);i=1,...,n
A fentiek szerint definidlhatjuk ezen koordinatafiiggvények parcialis derivaltjait ill. parcialis
derivaltfiiggvényeit egy a € intD(g) pontban (ha léteznek).

6.30. Definici6. Legyen g:R" —R" adva, és tegyiik fel, hogy az a € D(g) pontban léteznek
a g; : R" — R fiiggvények minden valtozo szerinti parcialis derivaltjai, vagyis léteznek a
Orgi(a) € R parcialis derivaltak i,k =1,...,n. A g fiiggvény derivdltmdtriza (vagy Jacobi-
mdtriza) az a pontban:

ogi(a) -+ Ongi(a)

reoN Oiga(a) -+ Ong2(a)
g'(a):= L

algn(a) e angn<a)

Ha minden = € D(g) pontban létezik a g derivaltmatrixa, akkor beszélhetiink a
g+ D(g) — Ma(R)

derivdltfiggvényrdl, ahol M, (R) az n X n-es valos matrixok algebrajat jeloli.
A g Jacobi-determindnsa az a pontban a

glgl<a) e gngl(a)
s | P
dign(a) -+ Ongn(a)

determinéans.

6.31. Tétel (Integraltranszformacio). Legyenek H, K C R"™ mérhetd halmazok. Legyen g :
(int K — int H olyan bijekcio, melyre minden 1,k =1, ..., n esetén Opg; létezik és folytonos
int K -ban (ebbdl kovetkezik, hogy a det ¢’ :int K — R fiigguény is folytonos, hiszen folytonos
fligguények szorzataibol és ezek dsszegeibdl dll eld). Tegyiik fel, hogy minden Oyg; korldtos
(igy det g' folytonos és korldtos). Ha f € R(H), akkor

/ / fog)-|detg.

6.32. Példa. Legyen H:={(z,y) = (rcosg,rsiny) : (r,p) € K}, g(r,¢):=(r cos ¢, rsin ¢)
poldrtranszformdcio. Ekkor

cosp —rsine

detg =| .
sing  rcosp

' =rcos® p+rsin®p=r.
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