Analizis V eloadas 2007 6szi félév

1. eloadas

1 0 0
0 1 0
xeRle =|.[,e,=| .|, , € ,=| . | standard bazist rogzitiink.
0 0 1
x e R’
X=(X),Xpe0 X, X, ) =X, @€, +X, 00, +...+X, 9 +X ®C
X=(Y1aY2, ----- Yo Yp) =Y 08+ Y 08, Y, 08, Ty, 08,
<§,X>:xloyl+x20y2+ ......... +X,, 0y, tX,°Y,
||X||—\/X1 + Xy F et X, H X =\/<§,§>
(y)| =[x+

Legyen f:R” — R linears fliggvény
Példa: A egy qxp-s matrix mely, az f-nek lesz a leképezési matrixa.

Példa:
Ha f(x)=A ex

X=X, 0¢,+X,0¢,+...+X o€ +X o €8

A:R"” — R?, a linearitast felhasznalva

AX)=x,0A(e,))+x,0A(e,)+....+x,  ®A(e )+Xx,0A(e,)=

—

a

a
1 a
2 a1 p

=X, ®a,+X,0a,+....+X ,ea  +X ea =

p-1
a, a, a, a, X8y + X8, Feet X, X, a, a, . . A,
a2] a22 aZp—l a2p
=X, ® +X2. +. +Xp71. +X_ o = =
%1 ] L% ] Bgp-i Agp | [ XiBqr T Xplqp T F X 43 T X0, | [ 3g A, Agp-1

ez szintén gxp-s matrix, melyet A-val jeldliink.

Az A:R” —» R? linearis leképezés folytonossaga:

P

qar |

Tétel: Barmely linearis leképezés folytonos, sét egyenletesen is folytonos, ugyanis barmely

x € RP esetén ||A(x)||(q) < ||A||(q’p) e[x|" (Frobenius norma)




Bizonyités:

P
Z X;a,
i=1

JAG[ =

v N @ o2 % N OV o > -2 2 (a.p) P
<Slied =[S o (St | [ [ S )] (S -t
i1 i1 i1 i1\ j=1 i=1

A differencialhanvados fogalma:

Ismétlés
f(a+h)—f(a)

feR—> R, aeD(f) bels6 pont, lim, ,, h

—A=f"(a) .

Ezzel ekvivalens definiciok:

lim f(a +h}3 ~f@) _\ _ g (@) & fim, . f(a+h) —hf(a)—Ah _
_ _ _ f(x)-f(@)—-A(x—a
f0-f@-Ax-2a) _, limMI (x)— f(a)— A( )|:o

X—a |x - a|

0=

lim

X—a

Ekkor mar altalanosithatunk f € R” — R fiiggvényekre is.

1. definicio:

|f(x)— f(a)— A(x—a)|
[x~a]

differencialhanyados: f'(a)=A.

lim

=0, ahol az A: R” — R linedris leképezés a

Xx—a(normiban tart)

2. definicid:
|f(a+h)—f(a)—Ah| o

bl

lln’lh—>0

3. definicio:
Ve>035>0[x-a| <5 =|f(0) - f(a)-A(x—a)| < &lx-a|

4. definicio:
Ve>036>0|h|<5=|f(@a+h)—f(a)— Ah|<fh]

Egyértelmi-e az A?
f(a+te;)-f(a)

Az A linedris leképezés R” — R a; :=lim, ),z " D,f az f
koordinatafiiggvény j-ik parcialis derivaltja.

Df, . . D,f
feR? >R, f=(f,.....f)) =(f)), koordinita fiiggvények ,A =

D,f, . . D,f,

Jakobi-matrix.

Speciélisan:
f e R —> R? derivaltja a-ban egy oszlopmatrix, ezt nevezzik sebességvektornak.




f e R” > R derivaltja a-ban egy sorvektor (skalaris szorzatnak felel meg).
Példa
Legyen f eR* > R
R % ha (x,y) # (0,0)
0 , ha (x,y)=(0,0)
folytonos a (0,0)-ban)
B (x* +y°)2y - 2xy2x B 2x*y +2y’ —4x’y B 2y’ —2x’y B 2y(y* —2x?%)

mik a (0,0)-ban a parcialis derivaltak? (nem

Df = = (0,0)-ban 0.
1 (X2+y2)2 (X2+y2)2 (X2+y2)2 (X2+y2)2
X2+ y)2x —2xy2y°  2x(y’ —x?
D,f = W HY)IXZIYAY. 2N X)) (g 6) pan ),
(x*+y) (X" +y7)
Tétel:

Ha f e R” —» RY leképezés differencidlhatd egy aeintD(f)-ben = f folytonos.

Bizonyitas:
A harmadik definici6 alapjan || f (x) - f ()] |A(x-a)[| <[ f (%) - f (@) - A(x-a)| < £]x -1

[fo0-f@l< [Ax-a)] +ox-al<(A]+2)x-a]

[Afefx—2 K
A4
A trikk:
x=x=y+y, [x|<[x=y]+]y] .
[ <[x= [+ 1]
Iyl <y =x|+[X] X -Ivtl <%=yl
y=y=xex, yl<ly-x+.

A feltétel sziikséges:
A masodik definiciot felhasznalva

|f(@a+h)—f(a)—A(h)| _

(fa+h)—f(a)-A(h), &) )

lim 0= lim =0, ahol az €

“”“ [n ““ [b
egységvektor
feRF >R i=12,...... .q
(a,b) =] [
f(a+h)—f(a)—(A(h),e®
lim (a+h) I(E;” < (). >=0:>fi'(a)(h)=<A(h),efq’> az A matrix i-ik soranak és a

h-nak a skalaris szorzata.
Példa:

Legyen fe R>—R



o(t) = (e cos(t); e " sin(t))
o(t) =e " cos(t)
o(t) =e " sin(t)

Do(t) - ((p(t) = —e: c.os(t) - e: sin(t)]
p(t)=—e" sin(t)+e" cos(t)
o cos(t) —sin(t)
Do(t)=-¢ [sin(t) + cos(t)j

PO =e(2)
(p'(t)” _ e—ZI\/E

2 =cos’ t+sin(t) cos(t) +sin’t — 2sin(t) cos(t) + cos’ t

2. eloadas

Legyen f e R” — R leképezés differencialhato,
feR* >R;i=1,....... ,q ezeket nevezziik koordinatafiiggvényeknek.

Parcialis fliggvényei (fl )j e R > R (aj-ik parcidlis fliggvény ), ami egyetlen valtozot, a j-et
meghagyja, az dsszes tobbit pedig rogziti.

Példak:

1. f(x,y)=2x+y

i=1 rogzitett az (f);=2x+y, ekkor y, elére megadott érték lehet

(H2=2x0ty
D,(f)=2, D,(f)=1 parcidlis derivaltak.

2.feR* >R
f(x,y)= 4 (Inx)(arc tg(arc tg(arc tg(sin(cosy)—In(x+y))))) D,f(L,y)=D,(1+0)=0.

A differencidlhanyados sziikséges feltétele a folytonossag

Allitas:
f e R" > R® Ha az fj (i=1,.....,q) koordinatafiiggvények differencialhatok az a-ban, akkor az
A, =f(a) jeloléssel az 1xp—s matrixokbol alkotott A qx p -s matrixra kell, hogy fl(a)=A .

Bizonyités:

[£Cx-+h)~ @) - A (
b 1]

f(a)=A qxp-s matrix elemeinek jelentése:a; = 0,f, (a)

1

q [ﬁ(x+h)fi<a)Ai(h>JzJ

i(ﬂ(wh)—ﬂ(a)—Ai(h))sz
{ I

j+l

) fia+te)-fi(a) fi(a,a,,...,.a,_,a,7t,a
a; =0,f (a)=lim i =lim,_,, — ¢

a, = < A@E®)), e<q>i>

N[ =



farie)-f@ | [f@+ie)-f@ -t |(fa+e)-f@)-Adte)e)|
| t i t n t B
g |f(a+te;)—F(a)—Ate))|oe] o

Hteij H ha t—0

A differencidlhatosag egy elégséges feltétele:
Haa D f; —k léteznek az a egy kdrnyezeteben €s az a-ban folytonosak, akkor az f

differencialhat6 a-ban.

Bizonyitas:

Specialis esetben p=2 és g=1, f e R* > R

f(a+h)—f(a)—f'(a)(h) =f(a+h)—f(a)—(D,f(a)h, + D,f(a)h,) f'(a)=[D,f(a), D,f(a)]
/ekkor Ve >0 35>0 hogy |h|<8 = |f(a+h)—f(a)—f'(a)(h)|<e|h]| /
f(a+h)-f(a)=f(a, +h,,a,+h,)-f(a;,a,)=

= f(a,+h,,a,)-f(a;,a,) +f(a,+h;,a, +h,)—f(a, +h,,a,) hac,—aésc,—a,h—0 akkor

D,f(a;+t,a,)h;+D, (a,;+h;,a,+t,h,)h,

D,f(c,)h, +D,(c,)h,
Megjegyzés: Ha a differencidlhanyados létezik, akkor az egyértelmiien a Jacobi-matrix.

Iranymenti derivalt:

feR? 5> R, V|| =1 ngy valasztok irdnyt, hogy a normaja legyen 1. Ha létezik

f(a+tv)—f(a)
t

nevezziik a-ban (q vektor).

lim =f!(a), ezt a f fliggvény v irdnyban vett iranymenti derivaltjanak

t—0

Példa: A fligevény nem feltétleniil differencialhatd, ha minden iranyban differencialhato.

H ={(X,y) ERZ‘ vagy x <0 Vagny\/;} cR’
f e R* > R anulldban differencialhaté-e a fiiggvény?

[x =12 {lx] [
Ha differencialhat6 a-ban, akkor
Ve>0 36>0,|x— a|| <0= ||f(x) —f(a)—f'(a)(x— a)” <g ||X - a|| felhaszndlva az

egyenlGtlenséget H|f(x) - f(a)” — ||f’(a)(x - a)m < ||f(x) —f(a)—f'(a)(x— a)|| <g ||x — a|| ekkor
||f(x)—f(a)|| <|(f'(a)(x —a)||+8||x —a|| < ( f'(a)|+8)||x —a|| = K0||x—a||

K konstans

Nem folytonos.

Példa:
Az elso siknegyed polarkoordinatazasa:



fER+XR+ _)R+X:|Oa g|: 5f(XlJX2):(\]X12+X§ , arc tg(ﬁjj

Xl
3. eloadas

Felhasznaljuk, hogy VA € Hom(R",R*) 3K>0, Vx e R” [A(x)|, <K|x| ahol [A(x)| g-

dimenziés norma és ||X|| p-dimenzids norma.

Kovetkezmények:
1. Ha H c R” korlatos halmaz, mely lefedhet6 egy 0 kozépponta korrel = A(H) (c ]Rp) is

korlatos halmaz, vagyis lefedhet6 egy 0 kozépponti gombbel.
Ha H része a B(0,L) (||x|| <L) gombnek, akkor A(H) < B(0,KL) (||AX|| <LK).

2.Ha (x,) RP-beli/|x| — 0/ nullsorozat, akkor (Ax,) R? -beli /|Ax,||<K]x,|— 0/

nullsorozat.

Tétel: a derivaltra vonatkozo atviteli elv
Ha f e R" > R? jaeintD(f) , A € Hom(R" ,R") akkor a kdvetkezo allitasok egyenértékiiek:

1. f differencialhat6 az a helyen és a derivaltja ott A-val egyenld.

2. VR? —beli korlatos (v, ) vektorsorozat és barmely pozitiv taga (t,) nullsorozat esetében

lim%[f(a +t,v,)—f(a)— A(tnvn)] =0eR".

3. VR" —beli korlatos (v,) vektorsorozat és barmely pozitiv taga (t,) nullsorozathoz
3(z,) € R? -beli nullsorozat, melyre Vn esetén f(a+t v )=f(a)+A(t,v )+t v, =

= f(a)+t, [A(Vn)+Zn]

Bizonyitas:

1=2_(v,) korlatos sorozat (t,) pozitiv tagh nullsorozat, € >0. Akkor Vh e B(0,3d)
1
[B]

esetén ||thn|| <0)

lim, ,, —[f(a+h)—f(a)-A(h)|=0=35>0 (hibakorlt lim,(t,v,)=0 =3INeN"

n—o

. 1 . 1
lim, H||f(a +h)—f(a)- A(h)] < % , lim, H”f(a +tv)—f@)-A(t.v.)|< % olyan n-
re, amelyekre v #0.
Ohav, =0
Ha n>N akkor i||f(a+tnvn)—f(a)—A(thn) = hallv e <K el
b ot v, K K




2=3 z = ti[f(a‘i‘thn)_f(a)_A(thn)]

n

3 =1 Igazolni kell, hogy lim, f(a+t,v,)—f(a)—A(t,v,)]=0. Ez indirekt Gton

il
[B]
bizonyithato. A bizonyitas sordn a hatarértékre vonatkoz6 atviteli elvet fogjuk alkalmazni.
Létezik nullahoz tarto (h, ) sorozat, h, #0 melyre teljesiil, hogy

Vn-re (ath,)e D(f) ekkor n — hL[f(a +h,)—f(a)—A(h,)] nem nullsorozat.

n

Alkalmazva a 3. allitast t_:=|h

ALV, = v |[=1=(v,) korlatos sorozat.

n

= R? —beli (z,) nullsorozat amelyre Vn f(a+t v, )—f(a)—A(t,v, )=t z,

ti[f(a+hn)—f(a)—A(hn)] =z =0. Ellentmondas.

m
Tétel:
heR’ 5> R" geR" > R? aeintD(h) b:=b(a) € D(g), h differencialhaté az a pontban, a g
pedig a b pontban=
1. aeintD(geoh)
2. goh differencialhat6 az a pontban és (goh)'(a) =g'(b)o(h)'(a) /= (goh)'(a) matrixa a
masik két derivaltmatrix vagy Jakobi matrix szorzata/
Bizonyités:
Az el6z6 bizonyitas 3 = 1 részét alkalmazzuk; az f =goh A =g'(b)o(h)'(a) pozitiv tagl
(t,) null sorozat, (v,) korlatos R” -beli sorozatot h-ra alkalmazzuk az el6z0 tételt.
1= 3 allitasat. Létezik (z') R" —beli nullsorozat, melyre
vn h(a+t,v,)=h(a)+t |h'(a)(v,)+Z |,jeldljik v,

korlatos sorozat

g-re alkalmazzuk az el6bbi 1=3 3 (z!) R? —beli nullsorozat, melyre v, g(b+t v!)=
=g(h@)tt, [ g®)(h'@)(v,)+2z)) | = gh@)+t,[ g'(b)o (W' (a))(v,) +g'(b)(z))+ 2z | ahol
g'(b)(z")+z¢ null sorozat, amivel fonn 4ll az azonossag. A bizonyitas soran felhasznaltuk,
hogy linearis leképezés nullsorozatot nullsorozatba képez le és ez lesz (z!) .

m

feR—R® acintD(f) Ilim, tL[f(t) ~f(a)](eR?) < f differencidlhat6 az a helyen.
—a



Sot:

Ilim,_, i [f(h—-f(a)]=velim,_, i [f()-f(a)—(t—a)v]=0< lim _, .
A, (t-a)

llf(t)—f(a)—(t—a)v} ~0
-a ——

= fdifferencialhaté az a helyen és ez f'(a) = A, .

p=q=2 Jlim, ' ! [f (t)—-f (a)] komplex hanyados vagy komplex szdmok osztisa
a

R> > R* z—zv < ha fdifferencialhato az a helyen és f'(a) = Av esetén
Vi V2|l 4 ViZ, = VyZ,
v, v, \z, N V.7, +V,z, )
4. eloadas

Példa a differencialhatésag elégséoes feltételéhez

Legyen fe RP—R

||x|| s1n[

0 ,hax=0

j hax#0

p=2

) 2 . 1
f(x;y)= &ty )Sm[«/szryz} ’

0 ha (x,y)=0

f(x,0) =x"sin [Lj
X

£(0,y) =y’ sin [ij
M

D,f(0,0)=lim_, fx,0-1(0.0) lim_,,x sm£|)1(|] 0

ha (x,y) #0

X
A sm(| J korlatos, igy az alsé vagy felso korlatjaval helyettesithetem, ezzel egy becslést

adok, x* pedig a nulldhoz tartva tart a nullihoz.

f(ya 0) B f(oa 0) =i my_)() y sin 1 =0
y ]

az el6z6hoz hasonld meggondolas miatt.

D,f(0,0) =lim_



Ha £°(0,0) létezik akkor [D,f(0,0) , D,f(0,0)]=[0,0] sorvektor Jakobi—matrix
If(x)~f(0) - A(x—0)| [f(x)| . ( 1 j
sin| —-
[
Allitas :

= =x
X i
A parcidlis derivalt fliggvények a nulldban nem folytonosak. Legyen x>0 ;

f(x,0) =x"sin [ij ,
X

D,f(x,0) =2x esin (lj +x° cos(lj oizo (—1)=2xesin (lj— cos (lj ;
X X) X X X

lim _ . D,f(0,0) nem letezik x, = n_ln n=1,2,3...-re D,f(x,,0)=-cos(nn)=(-1)""

= 1(0) null-leképezés(linearis).

x—0

Tehat nincs hatarértéke.

Komplex valtozos fiiggvények, leképezések

CERZ, X+y:|:xl}+|:}’1}:{x1+}’1} ’ {0}:0 ’ XXF|:X1}X{YI}:|:X1Y1_X2Y2}
X, Y, X, +Y, 0 X, Y, XY, X5,

1
0
Legyen f linearis leképezés C—C

¢ X _Cle —CX, ¢ 6 Xy
f(x)=flexx)=f(e)xx= X = = X
— = ¢, | [ X,] [ex,+6,x, c, ¢ X,
\—W_—J

a Szozasra nézve eZ{ } =(e,) , i= J = (e,) ezek lesznek a baziselemek, 1xi1=-e.

[a 0] [a [—a a, =a c, —¢
12} :{ ><|: ! } = 2‘} = ' % komplex leképezések { 1 2}[&} alaktiak.
| 32 1 ay L 3 ap =74y, C ¢ X
f: C»Cx+iyeC
fi(x,y) =Re(f(x+iy)) f,(x,y):=Im(f(x +iy))

)i fa+h)—f(a)| ( a=a, +ia, )
(a)= lmHhH_)O ||h|| he hl +ih2 =
—yi f(a,+h,,a,+h,)—1 (a;,a,)+i(f,(a, +h,,a, +h,)-1f,(a,a,))
My, )-(0,0) h +ih
1 2



Re(f'(a))=D,  fi(a)=D,f,(a)
Cauchy- Riemann- féle egyenletrendszer

Im(f'(a))=D,  f,(a)=-D,f,(a)

f e R?* — Rdifferencialhat6 a-ban.

Specialis esetek:

a) feR" >R

f:R — R?- derivalt matrixa egy p sorbol allo egy oszlopti matrix, amit sormatrixként irunk
fel [fl'(a), (), ....... N (a)]; ezt nevezziik sebességvektornak.

Hogy néz ki az R — R -ba hato linearis leképezés?
C:R—>RYI)=1 (tel)= tel(1) (I(1)=v eR?)

b)
feR* >R; f'(a)e R’ >R linearis leképezés matrixa [le (a), D,f(a), ....... ,Dpf(a)] ,

p
(:RP — R linearis leképezés E(V)=<V,w> =z vw, wWeR’ low

i=1

0(e)=(e;, w)=w, i=1,2,...,p z(v)zz[i(viei)j:zp: v, l(e) =(v,w)

A Jacobi-matrixot nevezziik ekkor gradiensnek:
f'(a)(v) = <V, grad(f)(a)> ahol grad(f)(a) = [D]f (a), D,f(a), ....... ,Dpf(a)] eRP
t'(a)(e;) =D,f(a) /ez az f fiiggvény i-edik parcidlis derivaltja /

Az osszetett fiiggvény derivalasi szabalyainak kovetkezménvei:
1. kovetkezmény

f:R? —» R? differencialhat6 fliggvény iranymenti differencialhanyadosa

fi(@)=f'(a)(v) .

f(a+tv)—f(a)
t

f (a)=lim, =(fog)'(0), ahol g: R — R", g(t)=a+tv

(fog)®)—=(fo2)0) _ . Of(g(t))—f(g(O)):hm Of(a+tV)—f(a)

(fog)'(0) =lim,_,, . . .
Ha f differencialhat6 a-ban, akkor f og differencialhat6 a nullaban és
(Fog)(0)= F((0)°g(0) =F'@)V) / = ()]

a

2. kovetkezmény
Tegyiik fel, hogy ' létezik és f differencidlhato f™' : RY — R" differencialhat6 és

(£7Y(x) :(f’(f’l (x)))f1 x e RE=D(F) Fof ! =idy,

-10 -



fof™ =idp, lancszabaly a derivalasra

FE Oy 0)=idy, () (F@)eF (@) =idy,, () (b)=(F(F(1))

a

5. eloadas

Példa
X X X
Legyen fe R*— R?, f([ lD = { l C?S( 2)}
X, X, sin(X,)

2 2
Legyen ge R*— R?, gﬂ le = [yl * yz}
Y> 2y,

D fi(x,,x,) = cos(x,)

D,f,(x,,X,) ==X, sin(x,)

D f (x,,x,) =sin(x,)

D,fi(x,,X,) =X, cos(x,)

D, f, =cose pr, (2. koodinata projekcidja)
D,f; =—pr esinepr,

f'(x)=f'(x,x,) = {

(gof)(xl,xz){ " }

x; sin(2x,)

, , 2y, 2y
g(y)=g(ypy2)=[ : 2}
ZYz 2Y1

cos(X,) —X, sin(xz)}

sin(x,) X, cos(X,)

2x 0
of) ) =g'(f D of’ > = 1
(g )(Xl XZ) g( (Xl Xz)) (Xl Xz) |:2X1 Sin(zxz) 2X12 COS(2X2)j|

Kozépérték-egyenlotlenségek

_le(c)_
D,f(c)

feR" >R, x,yeR" f(c)=

D,f(c)]|

-11 -



Allitas:
Ha f folytonos az [x, y] -on ¢s differencialhat6 az

Jx,y[-on =3 ce]x,y[ .hogy f(y)-fix)=(f'(c), y — x) = |f(y)-f(x)|= <

<[f'@lely=x|< Gl @]y —x|

< f'(c) ,y— X>
—5

grad ()(c)
Bizonyités:

h:[0,1] > R , h(t)=f(x+t(y-x)) ; h folytonos a [0,1] intervallumon differencialhat6 a ]0,1] —en
g:[0,1] > RP |, g(t)y=x+t(y-x)

(g](), 1[) = ]X, y[ ¢s ezen az f differencialhato, g'(t)=y-x

h=fegeR—>R ;R(g)=[x,y]

h'(H)=F(g(t)-g'()=(f"(x,t(y —x)),y =X)

Lagrange kozépértek- tétel szerint h(1)—h(0) = h'(t) ahol t € |0,1]

= f(y)-f(x)=(f"(c),y - x) , ahol c:=g(t) = x+1(y-x) € |x,y]

Allitas:
f e R — R* foltonos az [x,y]-on és differencialhat6 az |x,y[ —on, akkor 3 ce |x,y[, hogy
fy)-f)| <[ (c) o (y = )| <[ ()] @ |y — x| < (sup [f'(2)

pely—x

ze|x;y|

Bizonyitas:
Legyen R” —ben ¢ .¢,,......e, bazis

Segédtétel: Hav e R? és v #0, akkor van olyan /:R” — R linearis leképezés, melyre
(=l &s =1

E(x)=<x,l>
¥

0y (e Vo M
= é(eaj = (l] =2 (V)= =1
(3 [2 ) ) M3

1 1 2

l(v)= V,L>=— v,v)=——e|v|[ =|lv

()= gy <M

v

Definialjuk:

h:/ofog ,ahol LR” — R olyan linearis leképezés /(f(y)—f(x))=1 ¢és ||£|| =1,
h:[0,1] > R, h(1)-h(0)=h'(x) , t€]0,1

h(l) = £(f(g(1))) = £(f(y)) h(0)=£(f(g(0))) = £(f(x))
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((E(y) - (f(x) =h'(0) = '(f(g(D)) o f'(g() e g' (D) =£( f (c)(y—x) ez eddig pontos

lancszabaly linearis

érték. o
I ()= ()| = €(F(y) = £(F(x)) = £(F" () (y —x) < |¢ (£ () (y —x)| <
<leelr @0 =lr @ <[r@fels x|

Kovetkezmény:
Haaz f e R” —» R*? fiiggvény differencialhato egy H 0sszefiiggd halmazon és f'(x) =0 ha

x € H , akkor f a H-n konstans.

Osszefiiggd H halmaz euklideszi térben: barmely két pont kdzdtt tordtt vonallal dsszekdthetd;
konvex: barmely két pontja egy szakasszal dsszekothetd;

csillagszerti: 1étezik csillagkozéppont, amelybdl kiindulva barmely pont egy szakasszal
elérhetd.

Bizonyités:

x,y € H ;kellene f(x)=1f(y).
[x,a,]U[a,,a,]U]a,,a,]U...U[a,,y]

f(y)-£(x) =(f(y)-f(a,)) +(f(a,) - f(a, ) +....+(f(a) - f(x))
||f(ak) - f(ak—l)” <|f'(c)(a, - ak—l)” = ”0” =0,c. € ]ak—l ) ak[

mert f{c, ) =0 (a tétel feltétele volt).

Masodrendii derivaltak:
f e R” > R fiiggvényre értelmezziik.
(Megjegyzés: f e R® — RY; f'(x) e R" — R linearis leképezés ; f' e R — L(R",R%))
Hag=1, L(R*,R) =R’ f'eR" >R , f(x)(v)=(f(x),v)
D, f(x)

f(x)=
D f(x)

A derivalt leképezés, i. koordinatafiiggvénye D,f . Az A=(f")'(x) e R" — RP" linearis
leképezés, amelynek a matrixban az i-edik sora j-edik eleme (D;D;f)(x) 1<i;j<p—

Feladat
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Xy(xz—yz)
foy) =] ay o RENFO g g

0 ha (x,y)=(0,0)

X —y?
£(x,y)—f(x,0) Yy
D,f(x,0) =lim _,,—— y —=lim_, Y =x=D,f(x,0)=x
x#0

D,f(0,0) = lim OV =IO _0_ oy ¢y 0)=x vxeR
y y
D,f(x,0)~D,f(0,0)

1

D,(D,f)(0,0) =lim
X
D,f(0,y) =-y,., mint az el6bb

D, (D,f)(0,0) = -1

Tétel: feR* >R (lehetne R’ >R is) Young-tétel.

Haa DD jf parcialis derivaltak 1éteznek az (a;, a,) € R? egy kornyezetében és az a=(a;, a,)-
ben folytonosak, akkor D,D;f(a)=D;D;f(a).

6. eloadas

Schwartz tétel (a Young-tételnél altalanosabb tétel )

Legyen f: R* - R acint D(f), tegyiik fel, hogy
Ir>0, hogy V(x,.X,) € B(a,,r)xB(a,,r) 3D,D,f(x,,x,), VX, € B(a,,r) 3D,f(x,,a,), tovabba
tegyiik fel, hogy D,D,f folytonos az a pontban ekkor 3D,D,f(a) =D,D f(a)=A.

Bizonyitz’us:

Allitas:

ID,f(a, +h,a,)-D,f(a,,a,)
h

&>035>0:vh € B(0,5) , _Al<e.

Ehhez elég, ha 35 € (0,r) ;hogy Vh  B(0,8) Vk e B(0,5)
‘l{f(fﬁ +h,a, +k)—f(a, +h,a,) f(a,.a, +h)—f(al,az)}_A
h h h

Ahhoz, hogy ilyen 0 1étezését bizonyithassuk, at kell alakitanunk a kifejezést ugy, hogy
alkalmas h-t bevezetiink a nevezdben, k-t pedig kiemeljiik a nevez6bdl, igy a kovetkezo
atalakitashoz jutunk:

<e

%[f(a1 +h,a, +k)—f(a, + h,az)]—l[f(a],a2 +k)—f(a1,a2)] — A|= Lagrange kozépérték-
u

g, (h) figgvénynek nevezziik el

tétel segitségével. fgy a g, (h) fiiggvényhez tartozé differencidlhanyadost fedezhetjiik fel

amely parcidlisan derivalhat6 a négyzet pontjaiban.
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g, (h)=D/f(a, +h,a, +k)-D,f(a, +h,a,) a Lagrange kozépérték tételt felhasznalva a g, (h)
a kovetkez6 atalakitast kapjuk:s,  €[0,1]

- H%[le(al +s,,h,a, +k)—-D,f(a, +sk;hh,a2)}}— A‘ -

Igy egy wjabb kiilonbségi hanyadoshoz jutunk melyre hasznalhatjuk a kozépérték tételt
=|D,D,f(a, +s,,h.a, +1,,k)~ A| <& , ha 5- t tigy valasztjuk meg hogy
V(x,,X,)€B_((a,,a,),d) melyet végtelen metrikan értelmeztiink.

Ha elég kicsi h, k —t valasztottunk, akkor ennek folytonossdga miatt a folytonossag tovabbra
is fennall. A D,D/f fiiggvény a- beli folytonossaga miatt mindez tovabbra is fenn 4all.

Lokalis Taylor-formulak

Segédtétel:
S e R™ szimmetrikus matrix S=(s;)";..., akkora ¢ € R” - R fiiggvény, amely u

VxeR” @(x):=x"eSex = Z ZSU iX; , differencialhato, és Vh e R? —re

i=l j=1

Vo(h) =2Sh (V a gradiens vektort jeloli)
Bizonyitas:
¢ polinomfiiggvény =k =12........ ,p ¢s Vx e R°v3D, ¢(x) és D, p(x) is polinomfiiggvény

p
tehat folytonos. Igazolni, kell, hogy k =1,2........ ,p D,o(h)=(2Sh), = 22 sh;

j=1

P
D, o(h) = zsikhi + Zskjhj +28hy = ZZ Sh;
=

i=k j#k

Tétel: Masodrendii lokalis Taylor formula
feR” >R aeintD(f) , tegyiik fel, hogy az f az a pontban kétszer differencialhato [ és az

! {f(a+h) f(a)—f'(a)h——~h'f"(a )h}
[} 2

f'(a) matrix szimmetrikus] = lim, ,, —

Bizonyitas:
[Vf(a+h)-Vf(a)-f"(a)|
[B

€> 0, fkétszer differencialhat6 az a pontban lim, =0

—36>0 VheB(0:5)

g(h):=f(a+h)—f'(a)h——

| —[Vf(a+h)-Vf(a)-f"(a)h|<e.

" 1
[

f(a+h)—f(a)—f'(a)h - 1h ‘$(a)h| =
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L 1 va(Shy.b)
bl [n] [n]
Cauchy- Schwartz egyenldséget hasznalunk fel)

1 1 ”
< m”Vg(Sh)” = H||Vf(.a +Sh)—Vf(a)—-f"(a)Sh| =

() - (0)| = 7 |g'(Shyh| = < (Vg'(h), ) = VE(a+h) = VE(@)~ f"(a)h

= @”vaa +sh)—Vf(a)-f"(a)sh|<Se<e

Lokalis szélsoérték:

Definicié:
f:R” > R, aeD(f), f-nek az a helyen vett lokalis minimuma, illetve maximuma van, ha

Ir>0 Vx € D(f) N B(a;r) f(x)-f(a) {i 8

Lokalis szélsoérték elsorendii sziikséges feltétele:

Tétel:
f:R” > R aeintD(f) f-nek lokalis széls6értéke van az a helyen és ott még differencialhato
is, akkor a derivaltja sziikségképpen nulla. / f{(a)=0/

Bizonyitas:

0=heR® |h|=1 geR—>R,t—>f(a+th) esetén 0 € intD(¢), hiszen

>0
B(a,8) = D(¢) = B(0,3) = D(9). [t|]<d = t|<5 ¢(t)-¢(0)=Tf(a+h) —f(a){< 0
Vte(-r;r)
Mivel ¢ kétszer differencidlhaté fliggvény kompozicidja t — a +th helyen differencialhat6 a
h =0=¢'(a)=1"(a)h =(Vf(a),h)=0 = f'(a) = 0 e Hom(R",R) :a széls8¢érték derivaltja

nulla. Vagyis a homogenitasbol kovetkezik, hogy minden vektorral vett szorzata nulla.

Tétel: A lokalis szélsoérték masodrendu sziikséges feltétele

) | minimum
feR’” > R,acintD(f) f-nek az a helyen lokalis { van, ha

max imum
>0 .. .
3f"(a) = (f'(a) =0 és ) VheR” h'f"(a)h <0 attol figgéen minimumrodl vagy maximumrol

van- € szo.
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7.eloadas

Tobbvaltozds valos fiiggvények szélséértékei:

feRP—R

az értelmezési tartomany egy K, pontjaban f-nek lokalis minimuma (maximuma) van, ha 3
K(xp), hogy V xe K(xp)-ra, f(x)>f(x0) ( f(x)<f(x0) )

Tegyiik fel, hogy 3 lokalis széls6érték az xo pontban, akkor barmely v irany mentén
f(x,+tv)—1(x,)
t
f/(x,)=0 t>0 esetén >0 =0

t<0 esetén <

£1(x) = lim,_,,

Példak
1.
fe RP—R f(x; X2 .. xp)= (|X|” ~1)*

A 0-ban lokalis maximuma lesz az egész gombfeliilet globalis minimuma lesz. Am az x=0
pont csupan lokélis maximum lesz, nem globalis maximum.

D, f(x)= 2(||X||2 —1)e2x, =4, (||X||2 —1) = ekkor vagy minden X; = 0, vagy ||X|| =1

2.

feR°P—>R

f(x,,x,)=X; —x; nyeregfeliilet.

Ha X, =0 akkor f(x,,0)=x; >0, hax, #0.

Ha az x,=0 akkor f(0,x,)=-x; <0, hax, # 0. Ekkor nem elegend§ a szélséérték

1étezéséhez az, hogy a derivalt 0, mert esetiinkben a derivalt a 0-ban a 0 értéket veszi fel, de itt
a fliggvénynek nincsen szélséértéke.

3.

feR’—R

f(x,,X,)=Xx; —x} (ez a feladat arra példa, hogy esetenként a masodik derivélt sem ad széls6
értéket)

Masodrendii infinitezimalis Taylor-formula

Allitas:
Tegyiik fel, hogy fe R°P—R kétszer differencialhatd az a pontban, akkor
L T TL(0)

X—a 2
[x—a]

T,,(O)x)=f(a)+ (f'(a),x—a) +% (f"(a)(x—a),(x—a)) ,(x € R")
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Bizonyitas:
Ve > 035>0, hogy [x-a| <8 = [f(x)-T, ,(F)(x)| <z|x-af

& rogzitem és legyen 6 >0 olyan, hogy ||x -a” <0 esetén
f(x)-f(a)-f"(a)(x- a)” <g ||x - a|| .Ilyen ¢ van, mert (f")'(a) =f"(a) 1étezik.( Ha nem lenne

kétszer differencidlhato, akkor ez a 1épés nem miikodne.)

Megmutatjuk, hogy ez a ¢ jo a bizonyitashoz, a bizonyitas menetében pedig kozépérték tételt
hasznalunk.

Legyen g:= f —T,,(f). Mivel itt kicsi a kiilonbség, ezt szeretnénk felhasznalni és még egy

tényt (T, (1)) =T, (f").
Legyen ”X -a|| < ¢ akkor van olyan ¢ € (a,x), hogy g(x)—g(a) = <g'(c),x —a> (ezaza

kozépérték-tétel, amelyet a bizonyitashoz hasznalunk).
‘f (x)-T,,(f )(X)‘ = | g(x)— g(a)| = ‘ <g'(c), X—a > ‘ < ( Cauchy-Bunyakovszki egyenlotlenség)

<[g'@]x~a = ')~ (T, ,E)(e)| *[[x ~a] =
f'(c) - (T,, (f’)(c)” o ||x - a| = ||f'(c) —f(a)-f"(a)(x — a)|| o ||x - a||. Most mar felhasznalhatjuk a

becslésiinket < & ||C — a|| . ||x - a|| <cge ||x — a||2 ugyanis ||C — a|| < ||X — a|| (mert belsé pont).

Lemma: (T, ,(F)) =T,,(f".

Lemma bizonyitasa: T, ,(f)(x)=f(a)+ (f'(a),x—a) +% (f"(a)(x—a),(x—a))

=f(a)— <f'(a),x—a> +

Tagonként derivalom:

T.(F)'0)=f(a)-f"@a+ f"@x=T,,(f)(x)
(Mindenhol kihasznaljuk hogy linearis leképezésrdl beszéliink.)
Felhasznaltunk még:

1.Ha fe RP—R, f(x)= <a,x> Vx e RP jakkor f!(x) = <a,v> =f(v)
2.Hafe RP>R, f(x)= (Ax,x) A'=A
akkor f'(x) e RP—R, f'(x)(v)=2 (Ax,v) = (2Ax,v) .

<f”(a)a,a> + <f’(a),x> - <f"(a),x> +% <f"(a)x,x> ,

| —

Feladat

Példa: f: RP—R hato fiiggvény f(X) = Q|x||2 —1)z
D, f (x) =4x, (“X”2 - 1) hal<x <p;x e RP. Innen kivetkezik, hogy f’ az x pontban nulla, ha
x=0 vagy ha ||X|| =1
DDf(x)=8xx; haizj DDf(x)=4([x|~1)+8x =
(f"(a)(x—a),x—a) = 4(||a||2 —1)o||x—a||2 +8( (a,x—a) ?

T,(O(x)=f(a)+ (f'(a),x—a) +% (f"(a)(x—a),x—a) =
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= ([a] -1 +4(a] -1 (a,x-a) +2(a] -D|x—a| +4( (a,x~a)
Ha a=0 akkor

T,,(F)(x)=1- ||X||2 (<lhax=0) kidertil, hogy lokalis szélséérteke van.
ha [a| =1, T, (F)(x)=4( (a,x—a) )’

f(x)—Tajz(f)(x):(”x”z—1)2—(2( (a,x-a) ) =( (xx) - (a,a) = (a,x-a) )’ =
(<x+a,x—a> +2 <a,x—a> )= <x+3a,x—a>

<X—a,x—a> = <X+3a,x—a> 0||x—at||2

F(0)-Too (D) _

lim 5
[x~a]

X—a

X—a

lim,_,, (x+3a,x—a) =0

Feladat:
Szamitsa ki a parcialis derivaltakat és a vegyes derivaltakat, majd irja fel a Taylor formulat a
-|xI?

kovetkezd fiiggvényre: fe RP—R, f (X) =e

8. eloadas

Az f e R” - R%lokalis szélséértékének létezésére vonatkozé sziikséges illetve elégséges
feltételek,

Tegyiik fel, hogy f az a-ban kétszer differencialhato:

Sziikséges feltétel:
Ha az f-nek az a-ban lokalis minimuma van, illetve maximuma( vagyis lokalis szélséértéke

van), akkor az f'(a) =0 ¢és az f'(a) pozitiv, (vagy negativ)akkor <AV, V> >0 (<AV, V> <0 ha

negativ) Vve R".

Elégséges feltétel:
Ha az f'(a) =0 és f'(a) pozitiv definit (negativ definit) akkor f-nek az a-ban szigort lokalis

minimuma(maximuma) van.

A szimmetrikus matrix pozitiv definit, ha <AV, V> =0,ha VveRP, v#0 a Wierstass-tétel

szerint.

Bizonyitas: MX)ZW , x € D(f)/ {a} lim_, o(x)=0
X—a

Sziikséges feltétel bizonyitasa:
Tegyiik fel, hogy a-ban lokalis minimum van. Ekkor f'(a) =0 ¢és van olyan & >0, hogy

0<[x-a|<8-ra Osf(x)—f(a):(p(x)||x—a||2+%<f”(a)(x—a),(x—a)> .Legyen ve R’

és ||V|| =1 vélasszunk olyan 0<|t| <0 melyre x =a+tev ekkor
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2
O<op(a+te V)|t|2 +%<f"(a)v, V> ‘v’”v” =1¢s 0<|t|<8 =0<pa+tev) +%<f"(a)v, V>

Azaltal ndvelem a kifejezés értékét, hogy a t helyére 1-et irok be.
lim_p(a+tev)=lim_, ¢(x) mert 0< <f"(a)v, V> VveRP.

Elégséges feltétel bizonyitésa:
Tegyiik fel, hogy f'(a) =0 és v#0 esetén <f"(a)v, V> >0 jeldlje m>0 a min,, <f"(a)v, V>

szamot.
Fkkor

f(x)~f(a) = o(x)|x —a’ +%<f"(a)(x —a),(x—a))> o(x)[x —a|’ +%<f”(a)(x -a),(x—a))= ((p(x)+ ‘;jx— a

2

= 6> 0 olyan, hogy O<||x - a|| <9, akkor |(p(x)| < % = f(x)>f(a) azaz f-nek a-ban
szigoruan lokalis minimuma van.
Példak:

Hatéarozza meg a kovetkez6 fiiggvény szélsoértékeit, ha f(—z;7)x(-7;7) > R,

£(x,,x,) =sin(x,) esin(x,)

D f(x,,x,) =cos(x,)esin(x,) =0 x, =0 jo lesz mert ekkor vagy az egyik vagy a masik lesz
0

D,f(x,,x,) =sin(x,)ecos(x,)=0 x, =0

D D f(x,,x,) =—sin(x,) esin(x,)

p/s V4 T| 7
D,D f(x,,x,) =cos(x,)®cos(x,) X 0 bl 2| 2| 2
D,D,f(x,,Xx,) =cos(x,)®cos(x,) y 0 z T | 7| &
D,D,f(x,,x,) =—sin(x,) esin(x,) ’ 2 2 2 2

0 1
l.ha x, =0 ,x,=0 = Lo

-10
2. haxlzg ,x2=£:> { J

2 0 -1
1 0
3. hax, =-z ,x2=£:>
2 2 0 1
-1 0
4. ha x, S ,x2=—£:>
2 2 O _1 maximum lesz
1 0
5.hax, = ,Xzz—E:> ezek az f'(a)
2 2 0 1
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v \
1. eset <f”(a)V,V> = <( 2),( 1j> = 2v,v, —indefinit, vagyis nincsen szélsdérték ez a
Vi) \\V2

szorzat pedig lehet negativ is attol fliggden, fliggden, hogy milyen Vv, , Vv, -6t hasznalok
0 IYvi) (Vv
1 olv,) Ly
2. eset
-0 vy (v
0 —-1)Av, N -V,
-v A%
<[ : j,( : J> =-v,’ —v,” ez sz&ls6érték garantal mivel negativ definit »szigortian lokélis
V2 ) \V2
maximum f(a)=1

3. eset

Példak:
f:(—n,m)x(-m,m) >R f(x,,x,)=sin(x,) esin(x,)

g, Oj negativ definit
0, g) indefinit

—g, Oj pozitiv definit

0,— gj indefinit

Feladat

Legyen feR* - R, f(x,,x,)=(x] +x; —1).

D f(x,,X,)=2x,02(x; +x5-1)=0

D,f(x,,x,)=2x, ¢2(x; +x;-1)=0

a=(0,0) a’+aj =1 a feltételt kielégiti az a = (a,,a,) pontok ezek a kdrvonal pontjai.
D,D,f(x,,X,)=4(x; + X5 —1)+4x, 02X, = 4x] +8x; +4x; -4 =12x] +4x; — 4

D,D f(x,,x,)=8xX,

D,D,f(x,,x,) =8x,x,
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D,D.f(x,,X,) =4(x] + X5 —1)+4x, 2x, =12x; +4x; —4

f"(a), ha a=(0,0) ('4 0]
a), ha a=(0,
0 -4

Vi (i), 2 _ 2, 2 . TS It .
< av > =—4v; —4v; =—4(v; +v;) negativ definit szigoruan lokélis maximum
V) 2

= £(0,0) =1

8a’ 8aa,
8aa, 8a;

f"(a) haa=(aa,) f"(a) :(

a’+a; =1

8a; 8aa, |V 8a;V, +8a,a,v , _ v
! LT =) T T2 | majd megszorozzuk skalérisan |
aa, 8a, \V, 8a,a,V, +8a,V, v,

8a'v, +8a,a,V, |V

PR = 8av] +8a,8,v,v, +8a,8,V,V, +8a;V; =8(a]V; +2a,8,V,V, +3;V;) =
8a,a,v, +8a,v, \V,

=8(a,\V, +a,v,)” >0 lehet lokélis sz¢élsé értéke, de nem tudjuk, hogy van. De azt tudjuk, hogy

ezen a korvonalon abszolit minimuma van.

Feladat

Hatéarozza meg a kovetkez6 fiiggvény szélsoértékeit!
f(X5%)=X" —X5 —(X +X,)°

9. eloadas

Emlékezteto linearis algebrabol:

Legyen A:R” — RP linearis leképezés
1/a Ha A injektiv, de nem raképezés, akkor p<q és r(A)=p
1/b Ha A sziirjektiv, de nem injektiv, akkor p>q és r(A)=q
1/c Ha A bijektiv, akkor p=q és r(A)=p

Legyen A rangja maximalis, azaz r(A)=min{p,q}; ekkor:
2/a Ha p<q, akkor A injektiv, de nem sziirjektiv.

2/b Ha p>q, akkor A sziirjektiv, de nem injektiv.

2/c Ha p=q, akkor A bijektiv.

Tekintsiik fe RP— RY, tegyiik fel, hogy C' osztalyu ( parcialis derivaltak 1éteznek és
folytonosak). Barmely a € D(f)-ben a fiiggvény ugy viselkedik lokalisan, ahogyan az
f'(a) : R°— R linedaris fliggvény (globalisan).
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1. Tétel:

Haaz f'(a) e R°— R fliggvény lineéris leképezés injektiv, (= p<q) akkor f az a pontban
lokélisan injektiv.

Vagyis van az a-nak olyan U zart kdrnyezte, amin az f injektiv, tovabba az f-nek U-ra vald
lesztlikitése, f | u zart leképezés, és igy homomorfizmus az U és V=f(U) zart halmazok kozott.
( Ha p<q, akkor az f(U)-nak nincsen bels6 pontja, ezért az f | u inverzének
differencialhatdsagarol nem beszéliink.)

2. Tétel: (bizonyitasa a Schipp-kdnyvben)

Ha az f'(a) e R"— R linearis leképezés sziirjektiv (= p>q) akkor f az a-ban lokalisan
sziirjektiv, vagyis van az a-nak olyan U nyilt kornyezete, hogy az f(U) az f(a)-nak nyilt
kornyezete, tovabba az f | u figgvény nyilt leképezés( vagyis nyilt halmazt nyilt halmazba
képez le).

3. Tétel: inverz fiiggvény tétel
Ha az f'(a) : R°— R lineris leképezés bijektiv, vagyis = (p=q) akkor az f fliggvény az a-

ban lokalis az C'- bijektiv, vagyis van az a-nak olyan U nyilt kdrnyezete, hogy az f | U
figgvénynek a V=Ff(U) nyilt halmazon van g:V—U C'- osztalyu inverze.

f(e(y))=v
g(f(x)) =X

g (y)= [f’(g(y))]_1 mindeny e V —re

}ez az inverz

Feladat

Hatéarozza meg a kovetkovetkezo fiiggvények inverz fliggvényét!

f:R+xR+—>R+x(O,gj

f(x,,x,)= («/Xf +X3 ,arctg(i]]

X

f inverze:
g:R&(o,gj — R'xR"

g(y,»y,) =(y, ®cos(y,),y, ®sin(y,))

Feladat

Az els siknegyed polarkoordinatazasa

Hatéarozza meg a kovetkez6 fliggvény inverz fliggvényét! Az elso térnyolcad henger-
koordinatazasa.

f:R+xR+><R+—>R+><(O,§j X[O,gj,
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f(x,,%,,X3)= (wle + X§ ,arctg(ﬁj,xJ
X,

Az finverze: g: R&(O;%) xR"— R'xR"xR"

g(¥1,¥2,¥3) = (y, ®cos(y,),y, ®sin(y,),y;)

Feladat

Hatarozza meg a kovetkezd fiiggvény inverz fliggvényét! Az elsé térnyolcad polar-
koordinatazasa.

fR"xR"'xR"—>R"x (O;%j X (O;%j

f(x,,X,,X;) = (X, sin(x;) cos(x, ), X, sin(X, ) sin(x, ), X, cos(X;))

Az finverze: g(y,,y,,¥s) =|ly; +Y5 +Yy;,arctg (L],arccos %
Ys VY HYa T Ys

Definicio:
Egy fe R°— R®C'- osztaly fiiggvényt regularisnak neveziink, ha az f'(a) matrix rangja
minden a e D(f) pontban maximalis.

Kovetkezmény:
Regularis fiiggvény barmely a € D(f); pontban vagy lokélisan injektiv, vagy lokalisan
sziirjektiv, vagy lokalisan C' -bijektiv, attol fiiggden, hogy p<q, p>q vagy p=q.

Megjegyzés:

Ha a C'- osztalyi fe RP— R fiiggvény valamelyik koordinatafiiggvényének az ae D(f)
pontban lokalis szélséértéke van, akkor az f az a-ban nem lehet lokalis raképzés, ezért

r( f'(a) )<q vagyis az f/(a),f,(a),......... ,f;(a) p- dimenzi6s vektorok linedrisan dsszefliggdk.

(Példaul tegyiik fel, hogy az a-ban lokalis minimuma van, akkor y < f,(a) esetén az
(y.f,(a),f,(a),..c...... £, (@) ¢ f(U).)

Lagrange-féle multiplikator-moédszer
Legyen U c R" nyilt halmaz,

f:U->R, (g,8mng)=g:U—>R, fésgeC'(U).
Tekintsiika H:=g"' ({0}) = {X € U|g(x) = 0} = {X € U‘gl(x),gz(x), ......... ,g,(X) = 0} c U zart
halmazt. Legyen a € H olyan, melyre g;(a),g)(a),......... ,g,(a) linedrisan fiiggetlenek

< g'(a) gx p-—smatrix rangja q(<p).
Tegyiik fel, hogy az f:U— R fliggvénynek aza € H pontban feltételes lokéalis minimuma
van, azaz van az a-nak olyan V kornyezete, hogy X e H NV esetén f(x)>f(a).
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Tétel:
A, A, ,kq eR ,hogy f'(a)=4,0/(a)+4,0;(a)+......... +lqg;(a)

vektorrendszert alkot.)
10. el6adas

Bizonyitas:
Maga a { g (a)} fliggetlen rendszer volt, de kiegészitve f{a)-val mar 6sszefiiggd rendszert
kapunk. Legyen h:U — R*', u(x)=(f(x), g,(X),.....,& (X)) =(f(x),g(x)) segédfiiggveny

f,g Closztaly — h is C' - osztalyt, elegendd megmutatni, hogy h'(a) rangja (maximalisan

fiiggetlen vektorok szdma) kisebb, mint (q+1).

Indirekt tegytik fel, hogy h'(a) rangja (q+1).

Ha x e VMU esetén f(x) > f(a) akkor ez feltételes lokalis minimumot jelent, igy a

h'(a) =(f(a),g(a)) =(f(a),0) e RxR? vektor nem lehet a h(V) (a V halmaz képe a h

leképezés esetén) halmaznak belsd pontja.

A h(V) atvisz olyan pontokat is, amik ¢ HNV -nek. Ha f-nek lokalis minimuma van, akkor

h(a) nem lehet belsd pontja a HN 'V -nek. Vagyis (f(a),0) kdrnyezetének 1étezik (y,0) pontja

< Ix € V, h(x)=(f(x),g(x))=(y,0) erre tljesiil, hogy

f(x)=y<f(a) illetve
g(x)=0

= x e VNH= f(x)>f(a) lokalis minimuma kell, hogy leyen.

} = ez ellentmondas .

Haa h'(a) rangja (q+1) lenne / maximalis/ = h'(a) sziirjektiv lenne = h e R — R ami
a —ban sziirjektiv lenne < létezik U kornyezete a-nak, hogy h(U) nyilt, igy a h(a) a h(U)-ank
pontja ez pedig igaz barmely ae V pontra is!

Ha Vc U a feltételt kielégiti, akkor barmely y<f(a) esetén az (y,0......,0) ¢ h(V), méghozza
azért, mert az f-nek feltételes szélsdértéke van. h(a)=(f(a),0,.....,0) ennek barmely
kérnyezetében van olyan tipusi pont, hogy (y,0,.....,0) ahol y<f(a).

Hay elég kozel van az f(a)-hoz az f folytonosan differencialhat6 és folytonosan tart az f(a)-
hoz.
=yeh(V).

Példa:
Egységsugart korbe irt téglalapok koziil melyik a maximalis tertilet(i?
T(x,y)=4xy, ahol az x,y a (0,1)-ben van.

feltétel: x> +y*=1

g(x,y)=x"+y’-1 , H=g"'({0}) = {x2+y2-1} x,y € R*(ahol {0} nivohalmaz a 0 teljes 8sképe)
h(x)=4xy+A (x2+y2—l)

Oh=4y+2ix =0

0,h =4x+20y =0 (x,y) €(0,1)°

x*+y’-1=0
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Harom ismeretlen, harom egyenlet a multiplikatorok csak a bizonyitas soran kellenek.
L 4xy+2hx> =0 }+

IL. 4xy+2Ay* =0

8xy+2Ax>+2Ay” =0

8xy+2A [X2 +y? } =0
\_V_J

1

8xy+2A =0

—4xy =LA

L 4y-8x’y=0 |=1-2x>=0
IL. 4x-8xy” = O}: 1-4y* =0

Két egyenlet két ismeretlen (x,y)

2x* =1 = x’ :% 1 1 1
= =>x=y=— az (x,y)=(0,0)- kizarjuk, hasonléana | ——,—— |-t,
L L[ TV e E %
2y =1 >y =—
2
hiszen itt ......... vannak ez egy lokalis maximum hely. = T =4xy =4 x% =2 a maximumot

a hataron is meg kell nézni a szélséértéket, zart halmazon a Weierstrass tétel miatt globalis is.
(Hiszen 0 # x,y ¢és ha y=1 lenne = x=0 lenne.)

Példa:f e R* > R’
f(x,,x,) =(Resinx, ecosx,, Resinx, ecosx,, Recosx,)
—R esinx, esinx;, Recosx, ecosx,
f'(x) =1f'(x,,x,)=| Resinx, ecosx, Resinx, ecosx,
0 -Recosx,
f(a)=(0,0,R) Minek a képe ez?

T ; N
X, =—, X, =0 esetén a koordinatai (— , 0)
2 2

Mi lesz a matrix rangja abban a pontban?
00

f'(a)=f’(g , 0j= 0 1 | ennek arangja 1.
00

Keressilink olyan pontokat melyeknek a rangja 2!

T T , R R R
aZ(— , —] esetén fla)=| — ,— ,—&—=
4° 4 2722

f'(a) = arangja 2 vagyis maximalis rangll = f az a pontban lokalisan injektiv

S v|m o | =
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11. eloadas

Példa: Archimédeszi spiralis

f:[0 ,2nn] >R* n=1.2......

£(x) = - Cf)S X —e 'sinx
—e “sinx e cosx

X cos’ x+2e P sin’x =2 = =2¢e* ( folytonosan

differencidlhatonak kell lennie az utnak.)

fvhossz: I c RY sima gorbe, vessziik a gorbének egy @=(¢,,.......... ,®,) paraméterezését,

ami azt jelenti, hogy (p:[oc,B] — R? folytonosan differencialhaté modon S(F)—

2nm

'[ ﬁe—de=ﬁ(1—e-2“)< V2.

Ez egy impoprius integral I V2erdx =2
0

Allitas: gorbe az elsé fordulat soran megtett iv hossza nagyobb lesz, mint a koveté ivhosszok
0sszege.
n=1 esetén

\/E(l—e’z“);x/z—\/i(l—e’z“)z\/Ee*Z"

V22> 2 +/2e7
V2>242e7"

2

2n

1>

Vonalintegral
¢: 1> R?, I=[o,B] kompakt intervallum, p(a)=a és p(B)=b, im(¢) = R" kompakt.

'[EIZ[OL,B]

feRP > R folytonos fliggvény a ¢ gorbe mentén.

j f= j foq,q’ J (F((1), ¢'(0)dt

o

Példa:
@[0 7] > R?

¢(t)=(Rcost,Rsint) gorbe, amit esetiinkben most az intervallum

a) f(XI’XZ):( zX1 PR zX2 2]

X, +X5, X, +X5,

szamitsuk ki az If -et
¢
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b) f(xl,xz):[ S X ]

2 2 0.2 2
X", +X5, X7 +X5,

a) eset
Rcost Rsint cost sint
f((p(t)): 2 . 2 2 2 . 2 = ( b j
(Rcost) +(Rs1nt) (Rcost) +(Rs1nt) R R
¢'(t)=(-Rsint , Rcost)
(f(o(t)) . @'(1)) = \/—R sinte "%t L Rcoste St _ g
R R
b) eset
—Rssint Rcost —sint  cost
flo(t)= 5 — 5 — = ( , ]
(Rcost) +(Rsint)”  (Rcost) +(Rsint) R R
¢'(t)=(-Rsint , Rcost)
<f((p(t)) , (p'(t)> = \/—R sinte ol ! +Rcoste cost _ 1
Becslés vonalintegralra: o
Allitas:
, X € Im(9)

If <Me/(p), {(p)a@ gorbe ivhossza M > ||f(x)
¢

Bizonyitas:

Jt]=|[(t0. @)

B
< max {”f(x)” :xelm (p} OI

M

B B
<[[(top o) =[(f (o). )] dt<[[f(o(0)]|o't)] <

1 o

B B |p 2
o'(t)]dt =M [ [{@'(t),0(0)dt =Me [ > (o}(1) dt

£(e)

Az eldz6 példaban /(p)=Rn
sin’t  cos’t _

1 1
—+ —=— <—eRnm
R R R

[t

¢

||f|| ha x € Im(o) ,

b

fl=

Definicio: primitiv fiiggvény

f e R” - RP primitiv fiiggvénye az U c D(f) nyilt halmazon az Fe R” - R fliggvény, ha F
differencialhato az U-n és F'(x) =f(x) Vxe U & haD,F(x)=f (x) VxeU /i=1,2,...p/

( p darab parcialis dervalt, gradiens vektor)

Megjegyzés: F+c is primitiv fiiggvénye az f-nek, ahol c(x;,xa,....... Xp)=ceR.
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Tétel: Ha F, és F, az f primitiv fliggvényei, akkor F;-F,=konstans.

Bizonyitas:

F=F-F , Fi= F-E=ff=0, aeU nyilt halmazbeli pontot rogzitiink és tekintek egy

x € U-t, akkor F(x)=F(a). Az U nyilt halmaznak vessziik egy 6sszefiiggd nyilt halmazt ahol
barmely két pontot sima tttal sszekothetek, ekkor 1étezik olyan o: [OL, [3] — U sima 1t ,
melyre ¢(a)=a és ¢(B)=x. Fo@:[a,B] >R folytonosan differencialhato, [a,B] korlatos
¢és zart halmaz.

te[o,B] helyeken (Foo')(t)= <F’((p(t)) , (p'(t)> =0=> Fo¢ alland6 => konstans.

Példa:
L feR >R, f(x,,X,,X)=(X,X5, X,X5, X,X,)
FeR’ 5 R , F(x,,X,,X;)=X,X,X; +C
2. feR* >R, flx,x,)=| —2— , —1—
1+(x1x2) 1+(X1X2)

FeR* >R , F(x,.x,) =arc tg (X,X,)
Tétel:
Haaz f e R® —» R filiggvény folytonos az U < D(f) nyilt halmazon és létezik F e R” - R
fliggvény primitiv fliggvénye, akkor barmely U-ban haladé ¢ gorbe esetén ahol
(p[oc,B] — RP esetén a=¢(a) , b=p(p),
[f=F(b)-F(a).
¢
Bizonyitas:

B B B
[£=[(foq, @) =[( flo(t), ¢'(t) )dt = [(F(o(t)), /(1)) dt= [(Fop) (t)dt= Newton-

[

o 1 @\ Fo(t) o e
Leibnitz formula alapjan=(F o ¢)(B)—(Fe¢)(a) =F(¢(B)) - F(¢(a)) = F(b) - F(a) .

A primitiv fiiggvény létezésének egy sziikséges feltétele:

F'(x)=f(x) & DF=H{

F"(x) =f'(x) pxq matrix melynek szimmetrikusnak kell lennie F'(x) szimmetrikussagabol
kovetkezik, hogy D,(D,F)=D;(D;F) = D;f;=D\f;
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12. eloadas

A primitiv fiiggvény létezésének elégséges feltétele:
Haaz f e R” — R" fiiggvény C'- osztalyt egy U < D(f) csillagtartomanyon és az

f'(x) pxqmatrix Vx e U esetén szimmetrikus, akkor az f-nek 1étezik az U-n primitiv

F(x):= j f
fiiggvénye: F= x @[0,1]] > R”, @(t)=att(x-a),¢'(1)=(x-a)
F(a)=0

[a,x] paraméterezése:

hax #a akkor F(x)= J f= I (att(x-a), (x-a))>dt
[a.x]
Ekkor igaz F'(x) = f(x) VxeU.

A primitiv fiiggvény létezésének elégséges feltétele:
Haaz f e U — R” hato fiiggvény folytonosan differencialhato és az f'(x) pxq matrix

szimmetrikus Vx € U és U csillagtartomany, akkor az F: U - R, F(x)= j f fiiggvény a f

fiiggvény primitiv fliggvénye, ahol ¢ = [0 l] - U, o (t)=att(x-a), xe U ,a egy
csillagcentruma (F(a)=0)

Bizonyitas:
F(x)= j f= j (att(x-a), (x-a)))dt= j ifl (a+t(x-a))(x,-a,)dt

Kellene D.F'(x) =f,(x)

D.F(x) = j (a+t(x-a) +2Df at+t(x-a))ete(x,-a,) dt= j g'(t)dt = g(1)—g(0) = £,(x) 0.

g'(t)
Bevezettiink egy g(t) =tef (att(x-a)), t €[0,1] fiiggvényt.

Példa: Shipp konyv 158. oldal 3/d

feR' >R’ f(x,,X,,X;)=(X,,X3,—X3)
f(x,,X,,%x5)=%x, Df =1,Df,=0, Df;,=0
f,(x,,X,,X;)=x> D,f,=0,D,f,=2x,, D,f;=0
f,(x,,X,,X;) =—x; D,f,=0,D,f, =0, D,f, =-2x,
0 csillagcentrum esetén:

F(x) =F(x,,x,,X;) = jf Jf(tx) x j.< txl,t xz, ),(x,,xz,x3)>=

0

1 2 1
t t’ I, 1, 1,

= tx +t7x; —t7x] Jdt=| —x —x ——X; | =—X{+-X;,——X
! 1 2 3)d |:2 1 2 3 j|0 2 1 3 2 3 3
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Példa: Shipp konyv 158. oldal 3/c
f:R* >R’

X X

f(x,,x,)= —, 2
1>2 \/ 2 2 \/ 2 2
X1+X2 X1+X2

Df,(x,,x,)=D,f (x,,x,) Legyen a=(1,0) csillagcentrum.

F(xx0) = [ = [(F(o, (1 cp(t)}it—u1 b, )
0y t

+t(x, - D) +(tx, )’
F(X1aX2):\]X12 +X2

.~ leriletfiigovény” fogalma:
fe C[a,b] f(x)>0 xe [a,b]

T:[a,b] > R T(a)=0
he min f(y) <T(x+h)-T(x)<he max f(y)
ye[x,x+h] ye[x,x+h]

T(x+h)-T(x)

fly) < < fi
ye]g(llg-%l—h] ( ) h yel?g a}({fh (Y)
T'(x) N

f(x) = T'(x)=f(x), azaz T a f primitiv fliggvénye.
T,(X_)/() (x)=f(x) p ggveny

»[vhossz fiigovény”

Az ()= J. ||(p'|| képlet szarmaztatasa.
[eB]

(p:[oc,B] — R”, tegyiik fel, hogy C'-osztalyu, tegyiik fel, hogy van olyan L, Z[OL,B] —->R

Ugynevezett "ivhosszfliggvény”, amelynek az ért€ke az o -ban nulla: L (o) =0,
a<t<B a@(a)—tol ap(t)—ig terjedd részének a hossza a<t<f h>0
L, (t+h)=L (1)

lim, =
lo(t+h)— (1)
L,(t+h) =L, (1 Lash-Lo  EeO
1=l h i h N
Moo Totrmy—om] 0 ot h)—o() \L' w7
" h o'

t
L. () létezik és egyenlé|'(t)| = | |o'(t)]dt = £(¢).

Altalinos felszinképlet:
¢:1 - RP e C' folytonosan differencialhato regularis leképezés (minden pontjaban maximélis

rangu). Tegyiik fel, hogy q<p, ¢ a t-ben regularis = rangja q= det((p’(t)*, (p’(t))clxp pozitiv.

Definidljuk (modp)(t) = \/det((p’(t)*,(p'(t))
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Ha p=q, akkor ez éppen a Jacobi — matrix.
Tegyiik fel, hogy o(I)=y(J) = j modg d, = j mode di, .
T J

Nevezziik a H < R? halmazt q — dimenzioés elemi sima feliiletnek, ha van olyan tulajdonsagu
¢o(I), amelyre o(I) = H. Ekkor nevezziik ¢(I)-t a H egy paraméterezésének. Ez csak a H-t6l

fligg.
A AD(H)=[ modo d,
1

szamot az R” - beli g — dimenzios feliilet felszinének vagy térfogatanak nevezzik.

g=I-re az ivhossz képletet,
q=2-r a térfogat képletet kapjuk.
Héaromdimenzios esetben ha q=1, p=3, akkor felszinképletét kapjuk meg.

13. eloadas
Paraméteres integral:

U < R” nyilt halmaz
I=[a,b]cR

fUxI>R U—>R, (p(X)sz(X,t)dt
1

Allitas:
a) Ha f folytonos, akkor ¢ is folytonos.
b) Ha D.f -k (i=1, 2,........... ,p) léteznek és folytonosak az U xI-n, akkor ¢ folytonosan
differencialhato (U-n) és D,p(x) = _[ Df(x,t)dt i=l,2,........... D -
I

a) Allitas bizonyitéasa:
B(x)cU, B,(x)cU

Az fa B, (x)xI korlatos és zart halmazon folytonos = egyenletesen is folytonos.

Kellene: Ve>035>0:ye K, (x) = |(p(x) - (p(y)| <g

Ve>038>0: u,v e B, (x)xI és [u—v|<5,

f(u)— f(v)||<&.

Feltehetjiik, hogy 0<6 <r . Ebben az esetben |f(x, t)—f(y, t)| <bL , ha ||X — y|| <0, azaz
—-a
y € Bs(x).

=Ju=vl=lx-y]<s

O(x) = (y) = [ £(x, 0)dt-[ £y, Odt=[ (F(x.0) = £y, 1)) dt

a
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€
b-a

ha y € B(x), ez pontosan a folytonossag.

dt=¢

o) —o(y)| = [|(Fext) = £y, 1)|dt<[

b) Allitas bizonyitasa:
) b f ) b b f ) _f
P(x +se;) —p(x) _ limHoJ‘ (x +se;,t) dt—j f(x,t) dt=limH0I (x +se,,t)—f(x,t) dt
S s S S

a

D,p(x)-lim,_,

a

Q(x +se) ~ 9(x)
S

lim_, AS =lim_,,

s—0

b
J.Dif(x,t)dt =0

"f(f(ersei DEICRII t)jdt
s B

Hasznaljuk a kozépérték tételt:
g:[(), 1] - R g(a)=f(xtaese,,t)
g(D)=f(x+se,, t)}

2(0)=f(x. 1) = g(1)-g(0) = fix+se,, t) — f(x,t) = g'(v) = D, (f(x + vese,,t))s

|AS| = .T(Di (f(x+vese,t))—D, (f(x, 1))t < T\Di (F(x+vese, ) =D, (f(x,1))dt

Ve >038>0 uyveB (x)x1és [u—v]|<d= |Dif(u)-Dif(v)|<bL
—a

Kellene: Ve > 0 36>0 |s|<6 = |As|<s. Az ¢el6z6 0 jo.

=||(V esc., O)||=V . |s| <|s| <d

(x+vese,t)—(x,t)
\ ) —
€
b—a

= [D,f(u) - D,f(v)|= [D;f(x + vese,,t) - D,f(x,1) <

Altalanos felszinképlet:

Egyszeri sima felillet H < R” , ha 1étezik a kdvetkez6 tulajdonsagokkal rendelkez6
peR?Y > R? C'-osztalyt leképezés:

Van olyan I e D(p) korlatos és zart q - dimenzios intervallum, amelyen ¢ regularis és
injektiv, és teljesiil a p(I)=H egyenldség.

Egy ilyen (¢, I) part a H feliilet egy paraméterezésének nevezziik.
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Ivhossz esetén,

lo'0)]= <w, 3'(2> = [(0')" e @'(1)= \/det(((p'(t))T « /(1)) = mod (1), az utobbi
oszlop  oszlop T oszlop

definici6 altalanosithato.

I — R? korlatos és zart intervallum p<q

peR? - R C'-osztalyu

I-n ¢ injektivés mod(t)>0 ha tel, o(I)=H c R".

Allitas:
Haa (¢,I) és (y,J) a H-nak két paraméterezése, akkor

j mod(g)A?= j mod(y)A?

Felszin képlet:

A2 (H):= [ mod(p)n=| \/det(((p’(t))T /()1 (1).

Példak:

a) GOomb térfogata:

¢:R* >R’

Pttt ):(ts esin(t,)®cos(t,), t; esin(t,)esin(t,), t; ® COS(tz))
I=[0,27]x[0,7]x[0,R]

P(x)=x; +x;+x; <R’ ,R>0

mod()(=| det (¢'(1))=Csin(t,)

T

}\'2 (H) = .[det((p'(t))dﬁ ()= T{![I t§ Sin(tz)dt3Jdt2]dt1 = 412375

b) Gomb felszine

¢:R* 5> R’

o(t,,t,) =(Rsin(t,) cos(t,), R sin(t,)sin(t, ), R cos(t,))
H=0o¢()= {x eR’ ‘ ||X|| = R}

mod(¢) = R’ sin(t,)

2n(/ n
M(H) = | [ [R? sin(t, )dt, j dt, =4R’n
0\0

c¢) Torusz paraméterezése:
(t,:t,.t;)=((a+ty e cos(t,)) e cos(t,), (att, ecos(t,))esin(t,), t, esin(t,))
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0O<b<a
[:0<t,<2n,0<t,<2n,0<t,<b
o(I) =H a torusz
mod(p)(t,,t,,t;)=aet, + t§ e cos(t,)

A (H) = Jmod((p)d?»g =2n’ab’=b’m e 2an
T

Felszine: 1}(H)=2nbe2na
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