Elemi matematika II.
Logika, szamelmélet, kombinatorika
(Egységes érettségi feladatgyjtemény)

Logika

57. Egy osztaly 33 tanuloja koziil 6-ra igaz az az allitas, hogy javitovizsgaznia kell torténelembdl; 5-re, hogy ja-
vitévizsgaznia kell biologiabdl; 3-ra pedig az, hogy javitovizsgaznia kell mindkét targybol. Hany tanuléra
igaz az az allitas, hogy egyik targybol sem kell javitévizsgaznia?

M. Ha az osztaly létszamabdl levonjuk azoknak a tanuldknak a szamaéat, akiknek torténelembdl kell javitévizsgazniuk
és levonjuk azoknak a tanuldknak a szamaét is, akiknek biolégiabdl kell javitévizsgazniuk, akkor azoknak a
tanuloknak a szamat, akiknek mindkét targybol potvizsgazniuk kell, kétszer vontuk le. Tehat azoknak a
tanuloknak a szama, akiknek egyik targybol sem kell javitévizsgazniuk: 33 — 6 — 54 3 = 25.

66. Egy papiron az alabbi 100 allitas olvashato:
1. Ezen a papiron pontosan egy allitds hamis.
2. Ezen a papiron pontosan két allitds hamis.

100. Ezen a papiron pontosan szaz allitas hamis.
Mely allitasok igazak a papiron?

M. Mivel az allitdsok egymésnak ellent mondanak (kizarok), csak egyikiik lehet igaz. Ekkor az Osszes tobbi hamis
kell legyen, ez 100-bodl 99; vagyis az utolso el6tti, 99. allitas az igaz.

73. Megadunk két allitast:

1. Ha egy négyszog paralelogramma, akkor atl6i kolcsondsen felezik egymast.

2. Ha egy négyszog atloi kolesonosen felezik egymast, akkor a négyszog paralelogramma.
Igaz-e, hogy

(a) az elsd 4llitds a masodik megforditasa?
a masodik allitas az els6 megforditasa?
az elsd allitas a masodik tagadéasa?

)
)
(d) a masodik allitas az els6 tagadasa?
) mindkeét allitas igaz?

)

az egyik 4llitas hamis?
M. a) igaz b) igaz c) hamis d) hamis e) igaz f) hamis
93. 1. A matematikusok kozott a legjobb zenész és a zenészek kozott a legjobb matematikus vajon ugyanaz a
személy-e?
2. A matematikusok kozott a legdregebb zenész és a zenészek kozott a legdregebb matematikus vajon

ugyanaz-e?

M. Ha a matematikusok halmazat M-mel, a zenészek halmazat pedig Z-vel jeloljiik, akkor azok a személyek, akik
a matematikdhoz is és a zenéléshez is értenek, az M N Z halmaz elemei.

1. A matematikusok kozott a legjobb zenész az M N Z halmaznak az az eleme, aki a legjobban ért a
zenéléshez. A zenészek kozott a legjobb matematikus pedig az M N Z halmaznak az az eleme, aki a
legjobban ért a matematikdhoz. Tehat ez a két személy nem feltétleniil azonos.

2. A matematikusok kozott a legdregebb zenész is és a zenészek kozott a legbregebb matematikus is az
M N Z halmazhoz tartoz6 személyek koziil a legéregebb. Tehat ez a két személy ugyanaz a személy.



94. Tekintse a 3z + 7 > 31 egyenlStlenséget.
a) Az egyenlStlenség teljestilésének az z > 0 feltétel sziikséges, elégséges, vagy sziikséges és elégséges feltétele?
b) Valaszolja meg ugyanezt a kérdést x > 0 helyett > 10 esetén!
¢) Valaszolja meg ugyanezt a kérdést = > 0 helyett « > 8 esetén!

M. a) A 3z + 7 > 31 egyenlStlenégnek az x > 0 feltétel sziikséges feltétele, mert minden olyan z-re, melyre
3x 4+ 7 > 31, az x > 0 feltétel is teljestil.
Az x > 0 feltétel nem elégséges feltétele a 3x+ 7 > 31 egyenl6Stlenségnek, mert van olyan z > 0 szam, példaul
a 2, melyre 3z + 7 > 31 egyenlStlenség nem teljesiil.

b) A 3z 4+ 7 > 31 egyenlStlenégnek az x > 10 feltétel elégséges feltétele, mert minden olyan z-re, me-
lyre az © > 10 feltétel is teljesiil, teljesiil a 3z 4+ 7 > 31 egyenl&tlenség is.

Az x > 10 feltétel nem sziikséges feltétele a 3z + 7 > 31 egyenlStlenségnek, mert van olyan z < 10 szam,
példaul a 9, melyre 3x 4+ 7 > 31 egyenl&tlenség teljesiil.

c) A 3z 4+ 7 > 31 egyenl6tlenégnek az = > 8 feltétel sziikséges és elégséges feltétele, mivel a 3z + 7 > 31
egyenlGtlenég akkor és csak akkor teljesiil, ha = > 8.

Kombinatorika

124. A rulett-tanyér peremén 0-t6l 36-ig sorakoznak a szamok. Hany kiilonbozd elhelyezési sorrendjiik lehetséges,
ha két elhelyezést akkor tekintiink kiilonb6zének, ha legalabb egyik szam legalabb egyik szomszédja eltérds?

M. Ezt az elrendezést nevezik korpermutacionak. Az ,igazi” permutéacidhoz képest itt egyrészt annyival kevesebb
eset van, hogy a kor mentén egy hellyel odébb forgatva egy elrendezést nem kapunk 1j elhelyezést (hiszen
mindenkinek mindkét szomszédja ugyanaz maradt), mig egy ,hosszanti” elrendezést egy hellyel arrébb csisz-
tatva (és a volt utolso6 elemet el6re téve) nyilvan mas permutéciot kapunk. 37 elem esetén éppen 37 kiilénbozé
elforgatas lehetséges, ami mind ugyanazt az egyetlen elhelyezést jelenti. Masrészt barmely elrendezést tii-
krozhetjiik valamely atmérdre, ez sem ad 0j elhelyezést, hiszen a szomszédok ugyanazok maradtak. Ezért
a sorbarendezés 37! lehetSségét osztanunk kell 37-tel a forgatas és 2-vel a tiikrézés miatt, igy az eredmény:

337% = 376! = 1,86 - 10!, (Altalaban is igaz a példa feltételeivel, hogy n kiilénboz6 elem egy kér mentén
w-féle sorrendben helyezhetd el.)

134. Egy vasuti fiilkében két tilés van egymassal szemben, egyenként 6t hellyel. A helyet foglald tiz utas koziil
négyen menetirannyal szemben akarnak iilni, hdArman menetiranynak hattal, a tébbi haromnak kézombds,
hogy hol il. Hanyféleképpen foglalhat helyet a tiz utas?

M. A menetirdnnyal szemben 5 -4 -3 -2 = 120 -féleképpen foglalhat helyet az a négy utas, akinek ez a kivansaga.
A szemkozti tilésen, a menetiranynak hattal 5 -4 -3 = 60 -féleképpen foglalhat helyet az ezt igénylé harom
utas. A megmaradt harom helyre 3 -2 -1 = 6 -féleképpen iilhet le a harom, menetiranyra ,gérzéketlen” utas.
Az Osszes lehetGségek szama: 120 - 60 - 6 = 43200.

147. Hanyféleképpen olvashat6 ki a MICIMACKO sz6 a kovetkezd abra bal felsé sarkabol a jobb alséig haladva?

M I C I M A
I ¢ I M A C
cC I M A C K
I M A C K O

M. A MICIMACKO sz6 kiolvasasahoz az elsé betiitdl az utolséig 5 lépést kell jobbra és 3 1épést kell lefele megtenni.
Ez (g) = 5?—;), = 56 -féleképpen teheté meg.

164. A péknél kétfajta zsemle (sima, lenmagos) és négyféle kifli (sima, orids, sajtos, lenmagos) kaphato.
a) Hanyféleképpen vehetek harom darab péksiiteményt?
b) Hanyféleképpen vehetek harom darab péksiiteményt, ha semelyik félébsl nem akarok kettst?
c) Hanyféleképpen vehetek harom darab péksiiteményt, ha legalabb egy sajtosat és legalabb egy lenmagosat
mindenképpen venni akarok?



M.

a) Harom egymast kizard esetre bontjuk az eseményt, igy az esetszam e haromféle lehet8ség szamanak Gsszege

lesz.

1. Minden siiteménybdl csak egyet vesziink: (g) = 20-féleképpen.

2. Az egyik fajtabol kett6t vesziink. Hatféleképpen valaszthatom ki azt a fajtat, amibdl kettd van, s ezekhez
mindig 6tféle a mésik siitemény, azaz 6 - 5 = 30-féleképpen lesz valamelyikbdl kettd.

3. Egyfajtabél van mind a harom kivalasztott, ez 6-féleképpen tehetd meg.

Azaz az Osszes esetek szama: 20 4 30 + 6 = 56.

b) Ha semelyikbdl nem akarok egynél tobbet, akkor tehat a 6 péksiiteménybdl kell 3-at kivalasztani: eset.

c) A ,legalabb egy sajtos” lekoti, hogy a harom kozott egy sajtos van. A maradék kettébdl az egyik vagy len-
magos zsemle, vagy lenmagos kifli, tehat kétféle lehet. A harmadik barmelyik lehet a 6-bol. Ez 12 eset lenne,
de ebbdl egyet (a lenmagos kifli és lenmagos zsemle esetét) kétszer szamoltam, tehat osszesen 11-féleképpen
vasarolhattam.

204. Egy sziiletésnapi bulira tizen hivatalosak (az iinnepelttel egyiitt). Csoki-, puncs- és dobostortat rendeltek,

mindegyik 10 szeletes. Hanyféleképpen lehet elosztani a harom tortat, feltéve, hogy mindenki harom szeletet
chet, és legalabb kétfélét kap?

M. Ha mindenki mindenbdl egyet kap, ez éppen 1 eset. Mind a négy ember (1; 1; 1) szamharmassal reprezentalhato.

Harom darab (1; 1; 1) nem lehet, mert akkor a negyedik is az, és ez éppen az el6z8 eset. Lehet tehat két (1;
1; 1), és a maradék valamelyik szimmetrikus par: (1; 2; 0) és (1; 0; 2) vagy (2; 0; 1) és (0; 2; 1) vagy (0; 1;
2) és (2; 1; 0).

Akik mindharombol kapnak, 6-féleképpen valaszthatok ki, a maradék harom parbél 3-féleképpen oszthatd
be, s a sorrendjiik miatt még 2-vel szorzand6, azaz 36-féleképpen lehet.

Ha csak egy (1; 1; 1) van, ez négyféleképpen valaszthaté a vendégek koziil, s a masik csak a két harmas
valamelyike lehet, mivel egy szimmetrikus par mellé mindenképpen két (1; 1; 1) kell, amelyik esetet mar
targyaltuk. Ekkor 4-féleképpen valaszthaté aki mindharombdl egyet kap, a harom pedig a masik 3 ember
kozott 6-féleképpen oszthato el, és két harmas van, ami egy tjabb 2-es szorzo, tehat Osszesen 48 eset lesz.
Ha nincs (1; 1; 1), akkor két par lehet, vagy ugyanaz kétszer, vagy két kiilonbo6zs.

Haromféleképpen valaszthato ki az egy par, és 2‘,‘—;, = 6-féleképpen lehet ezt a 4 ember kozott elosztani, ami
18 eset. Ha két kiillénb6z8 par van, az is 3-féleképpen valaszthato ki harombol, és azt a négy ember kozott
4! = 24-féleképpen lehet kiosztani, mert négy kiilénbozs elem. Azaz Gsszesen 3 - 24 = 72 eset lesz. Igy
Osszesen: 1+ 36 + 48 4+ 72 = 157-féleképpen ehették meg igazsdgosan a tortat a feltételek szerint.

207. Bizonyitsa be, hogy (kil) + 2(2) + (kil) = (Zif)'

M. A bizonyitasnal felhasznaljuk: (n+1) = (n) + ( " )

k+1 k k+1

Bzt felhasznalva: (")) +2(3) + (1) = G47) = () + () + Q) + (5 = (0D + (050 = (13), ami
a bizonyitandé allitas volt.

208. Bizonyitsa be, hogy (7) +2(5) +3(5) +---+n(}) =n-2n"1

n

M. A bizonyitandé allitas bal oldala k(Z) alaku tagok Osszege, ahol k =1,2,...,n.

Felhasznalva (Z) kiszamitasi modjat:

n n! (n—1)! n—1
k(k) A TC s TR e T :”(1“1)

Ennek alapjan:

() +2)+5) - () =y o oy s e -
[T ()
(30705 ) ()

Felhasznéalva, hogy



irhatjuk, hogy n n n "
()2 5+ -+ =n v

ami a bizonyitando allitas volt.

290. Igazolja a kovetkezs egyenlSség helyességét!

1 1 1 n
— +—+ -+ —=——(neNt
1-2 2.3 nn+1) n—l—l(n )
M. A bizonyitast n-re vonatkozoé teljes indukcioval végezziik: n = 1-re ﬁ = % az allitas, ez nyilvanvaldan teljesiil.
Tegyiik fel, hogy az &llitas valamely n = k-ra igaz, azaz
1 + 1 et 1 kK
1-2 2.3 k(k+1) k41
Irjuk fel a bal oldali kifejezést n = k + 1-re:
! + ! + -+ ! + !
1-2 2.3 k(k+1) (k+1)(kE+2)
ami az indukcits feltevés miatt % 1
+
k+1 (k+1)(k+2)
Ezt kozos nevezdre hozas, majd egyszertsités utéan % alakra hozhatjuk. Tehat ha n = k-ra teljesiil az

allitas, akkor n = k + l-re is, és mivel n = 1-re teljesiil, ezért minden n € N1-ra igaz.

296. Tindérorszag kertjében csodafa nétt, 21 aranyalma és 24 csengs barack van rajta. Egy-egy alkalommal két

gylimolcsot szakitunk a farél. Ha két egyformat vesziink le, akkor egy csengs barack né helyettiik, ha pedig
két kiilonbozét, akkor egy aranyalma.

a) Utolsénak milyen gyiimolcs marad a fan?

b) Osszesen hany gyiimolesdt szedtiink le a farol addig, amig csak egy maradt rajta?

Az aranyalmak szdma vagy 2-vel csokken (ha két aranyalmat szakitunk le), vagy nem valtozik (ha egy
aranyalmat és egy csengS barackot vagy két csengs barackot szakitottunk). Kezdetben 21 aranyalma volt
a fan, s ezek szama csak paros szammal valtozhatott, ezért az utolsénak megmaradt egy gyimoélcs csak
aranyalma lehetett.

b) Minden egyes szakitas soran Osszességében eggyel csokken a fa gylimolcseinek szama, ezért 44-szer kellett
szakitanunk. Osszesen tehat 88 gyiimolcsot szedtiink le a farél.

Szamelmélet, oszthatésag

435. Létezik-e olyan primszam, amely utan pontosan 4 Osszetett szam kovetkezik a természetes szamsorban?

M. Legyen p a keresett primszam, az ezt kdvets négy szomszédos Osszetett szam a, b, ¢, d az 6t6dik, kovetkezs szam

e. Errgl az e-r6l kellene belatni, hogy bizonyos p esetén nem Osszetett. (Ugyanis csak ekkor &llhatna p utan
pontosan négy osszetett szam.)

Ha p = 2, akkor a = 3, tehat nem Osszetett.

Ha p # 2, akkor paratlan, tehat az a,c, e paros, azaz Osszetett. Ezért nincs olyan p primszam, amely utan a
természetes szamsorban pontosan négy Osszetett szam allna.

436. Hatarozza meg azt a legkisebb pozitiv egész szamot, amely minden egyjegyt pozitiv egész szammal oszthato!

M. Vagyis az 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 legkisebb k6z6s tobbszorosét keressiik. Felirva mindegyikiik primtényezds

felbontéasat, az Osszes szerepld primtényezst az eléforduld legmagasabb hatvanyon Osszeszorozva kapjuk:
23.32.5.7=2520. Tehat ez a keresett szam.



444. Igazolja a kovetkezs allitasokat szamologép nélkil!
a) 91032 + 8
b) 72|10%0 + 8
c) 6/]178 + 118

M. a) A szam 10-es szamrendszerben felirt alakjaban a szamjegyek Osszege 9, ezért valdéban oszthato 9-cel.
b) A szam 10-es szadmrendszerben felirt alakjaban a szamjegyek Osszege 9, ezért 9-cel oszthatod, masrészt a
szam 008-ra végzdidik, ezért 8-cal is oszthaté. Mivel a 8 és a 9 relativ primek, ezért a szorzatukkal, azaz
72-vel is oszthatd a szam.
178 — 118 = (17 — 11)(177 + 175 - 11 4+ 17% - 112 4+ - - + 117) = 6k, ahol k egy egész szam. Ez éppen azt
jelenti, hogy a szdm oszthatd 6-tal.

485. Melyek azok az a < b pozitiv egészek, amelyekre teljesiil, hogy ab + a + b = 1147
M. Fejezzik ki b-t az egyenletbdl!

4—a —(a+D+115 115

b 1) =114 —ab = =
(a+) @ a—+1 a—+1 a—+1

b egész, ha a + 1115, igy ezek lehetséges értékei:

a+1l a b

1 0 nem megoldas, mert a > 0

5 4 22 megoldas

23 22 4  nem megoldas, mert a < b nem teljesiil
115 114 0 nem megoldéas, mert a < b nem teljesiil

Tehat a feladat megoldasa: a =4, b = 22.

495. Melyek azok a téglalapok, amelyeknek oldalai pozitiv egész szamok, és teriiletiik és keriiletiik mérdszama
ugyanaz a pozitiv egész szam?

M. Az a-b=2a+ 2b egyenlet pozitiv egész megoldasai a lehetséges téglalap oldalak. Kénnyen ellendrizhets, hogy
1, illetve 2 egyik oldal sem lehet, tehat a, b > 3.

Az egyenletbdl a-t kifejezve: a = % adodik, atalakitas utan: a = 2+ ﬁ. Mivel a egész, ezért b—2 osztdja

4-nek, tehat b = 3, b = 4 vagy b = 6 jon szdba, igy a = 6 és b =3 vagy a =b =4 vagya =3é b =6

téglalapokat kapjuk, vagyis két ilyen téglalap létezik, melyek koziil az egyik négyzet.



