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1. tétel

1. 32 bites szam kitalalasa barkochbaval, ennek optimalitisa. N bites szam kitaldldsa
barkochbaval, ennek optimalitasa. (Illlusztracio: jaték a géppel, Alexander Bogomolny.)
Hazug  barkochba. MAX, MIN, (MAX, MIN) megkeresése pdronkénti
osszehasonlitasokkal. A legjobb és a legrosszabb jatékos kitalalasanak optimalitasa. A
kavicsos konstrukcio. Rendezés kitalaldsa barkochbaval.

A legjobb és a masodik legjobb teniszjatékos kivdlasztdsa.

Ordo-jellések. Rendezéshez legrosszabb esetben 10gn! dsszehasonlitds kell. logn!
becslései. Beszirds, egy elem beszurdsahoz n elemii listaba [log(n+ 1) ésszehasonlitas
kell, ennyi azonban elég is.

Rendezés beszurdsokkal 0 (n Dlogn) osszehasonlitdssal. Osszefésiiléses rendezés. Két n

hosszu sorozat 2n-1 dsszehasonlitassal Osszefésiilheto, és ez optimdlis is. Rendezés
osszeféstiléssel.

32 bites szam kitalalasa barkochbaval, ennek optimalitasa

Tegyiik fel, hogy minden kérdésért fizetni kell, ezért cél, hogy a legkevesebb kérdéssel
kitalaljuk a szdmot. Legjobb esetben elég 1 kérdés.

Modszer legyen, hogy azt kérdezziik: ,,igaz-e, hogy az i. szdm nem nulla?”. Ezt 32-szer
megkérdezve biztosan kitalaljuk a szamot.

Allitas: egy 32 bites szam 32 kérdéssel kitalalhato, és ez optimalis is a legrosszabb esetben.
Bizonyitas: a kitalalhatosag vilagos. Optimalis, mert tegytik fel, mindig pont 31-et kérdeziink,
azaz adott a 31 hosszu igen-nem-ek sorozatainak halmaza. Ennek elemszama 2°'. A szamok
viszont 32 bitesek, ezért bel6liik 2% féle van. Ezek szerint nem lehet bijekciot képezni a két
halmaz koz6tt, azaz 31 kérdésbdl nem talalhato ki a legrosszabb esetben a szam.

N bites szam kitalalasa barkochbaval, ennek optimalitasa

Tétel: N bites szam kitalalasahoz N kérdés elég, és ennyi kell is.

A bizonyitas analog az eldbbi esettel.

Tétel: egy N elemii H halmaz egy elemét [logn[] kérdéssel tudom kitalalni, és ez optimalis is.
Input: n szam

Modell: barkochba

Output: max(n szdm)

Ilyen kérdéseket tehetek fel: ,,igaz-e, hogy ai<a;?”

Eszerint n-1 6sszehasonlitas kell és elég is.

Hazug barkochba

Ha a baratunk hazudik, akkor legfeljebb egyszer hazudik. Meg kell taldlni a helyes sorozatot
(32 bites szamot). Modszer lehet: mindent kétszer kérdeziink meg. Az egyik bitnél kétféle
értéket fogunk kapni, de vajon melyik lehet a j6? Jobb modszer: végigkérdezziik a 32 kérdést,
majd feltessziik neki azt, hogy ,.hazudtal az els6 32-ben?”. Ha a valasz igen, és ez igaz, akkor
nem tudjuk, hogy hol hazudott, tehat ez néha nem ad jobb megoldést az eldbbinél.

Jobb modszer: megkérdezziik a 32 kérdés utan, hgoy hazudott-e. Ezt kétszer kell
megkérdezni, mert lehet, hogy az utolsé kérdésnél hazudik. Ha az dertil ki, hogy eddig még
nem hazudott (ellentmond6 valaszokat ad az utols6 kérdésre), akkor készen vagyunk, és
megvan a szam. Ha az deriil ki, hogy mar kordbban hazudott, akkor logaritmikus kereséssel
meg lehet keresni, hogy melyik kérdésnél, ¢és lehet javitani a szdmjegyet. A logaritmikus
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keresés 32 bit esetén 5 lépésben megadja a keresett helyet, ezért 32 bites szdm esetén 39
kérdést kell feltenni.

MAX, MIN, (MAX, MIN) megkeresése paronkénti
6sszehasonlitasokkal

Bemenet n db egész szam, a kimenet a MAX. A maximum megtaldldsahoz elég n-1
Osszehasonlitas, de ennyi kell is. Bizonyitas: teniszjatékosok koziil a legjobb kivalasztasahoz
legalabb n-1 mérkdzés kell. A mérkdzések legvégén van egy legjobb, és van n-1, akik nem a
legjobbak, tehat egyszer legalabb vesztettek. Eszerint van legalabb n-1 mérkdzes, ahol ez az
n-1 jatékos veszithetett. A MIN megkeresése dsszehasonlitasokkal ugyanennyi [épést igényel.
Bemenet n db egész szam, a kimenet a (MAX, MIN) par. Otletek: a maximum megtalaldsahoz
elég n-1 Gsszehasonlitas. Ha viszont megvan a maximum, a minimum megtalaldsahoz elég n-

. ‘ , 3
2 0sszehasonlitas. Egyiitt ez 2n-3 dsszehasonlitést jelent. Allitas: van jobb: En -2,

Ha péronként Osszehasonlitok szdmokat, akkor a szamok két osztdlyba keriilnek, lesz a
nagyobbak osztalya és a kisebbeké. Ha paratlan sok szdm van, akkor az egyik szam mindkét
osztalyban benne lesz. Ekkor a nagyobbak osztdlyaban megkeresem a maximumot, ami

Onl . .. .
HEH_I Osszehasonlitdssal megvan, ugyanigy a kisebbek osztdlydban a minimumot is

n
megkeresem. Az Osszes Osszehasonlitds paros sok szam esetén 71 25@5‘ 1@, paratlan sok

) . OnC On( .3 ) L , .
esetén pedig HEH‘f 2 HEH_ 15, Vagyis En - 2 Osszehasonlitassal megtaladlom a minimumot

€s a maximumot is egyszerre.
A legjobb és a legrosszabb jatékos kitalalasanak optimalitasa
A kavicsos konstrukcié

3
Tétel: En - 2 Osszehasonlitas kell a (MAX, MIN) par kiszamitasahoz.

Bizonyitas:
B: csak
nyertek
_ D: nyertek és
A nem vesztettek is
jatszottak
C: csak
vesztettek

Kezdetben mindenki az A-ban van, a jaték végekor pedig senki nincs A-ban, B-ben és C-ben 1
van, D-ben n-2.

Az elején mindenki kap harom kavicsot, amikor valaki elhagyja A-t, befizet 1-et, ha elhagyja
B-t vagy C-t, akkor 2-t. fgy a jatékban osszesen 4 kavics marad (mert 1-1 ember van a B-ben
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¢s a C-ben), a tobbi a birdnal (3n-4). A bir6 minden mérkdzésen legalabb két kavicsot kap,

3
ezért legalibb ”T mérkézés kell.

Rendezés kitalalasa barkochbaval

Elég olyan kérdéseket feltenni, hogy az i-edik elem kisebb-e, mint a j-edik elem. Beszurasos
rendezés esetén elég megkeresni az 6 helyét.

0 hosszu rendezett sorozatban 1 helyre lehet tenni az elemet, és ezt logl kérdéssel meg lehet
tudni..

1 hosszu rendezett sorozatban 2 helyre lehet tenni az elemet, és ezt log2 kérdéssel meg lehet
tudni.

2 hosszu rendezett sorozatban 3 helyre lehet tenni az elemet €s ezt log3 kérdéssel meg lehet
tudni.

n-1 hosszl rendezett sorozatban n helyre lehet tenni az elemet és ezt log(n) kérdéssel meg
lehet tudni.

Osszesen tehat kell Z Hogi[l= logn! kérdés.
i=1

A legjobb és a masodik legjobb teniszjatékos kivalasztasa

Input: n db természetes szam

Output: az elso két legnagyobb szam

Maximumkereséssel a legnagyobb n-1 0Osszehasonlitassal, a masodik legnagyobb n-2
Osszehasonlitassal megadhato. Ez 2n-3 6sszehasonlitas. Van jobb.

Jobb modszer a tenisz-torna rendszere, ahol elsé korben két-két szomszédos jatékos jatszik.
Masodik korben azok jatszanak, akik gyOztek mar, stb. A torna végén kialakuldo haromszog

csiucsdban van a legjobb jatékos. O [logn[l masik jatékost vert meg, ezért [logn[- 1
Osszehasonlitassal megadhato a  masodik  legjobb is. Osszesen ezért
(n-1)+ (Dogn- 1) = n+ Mognl- 2 ssszehasonlitas kell.

Ordo-jelélesek

O-jelolés: aszimptotikusan éles korlat. Informalisan: el kell dobni az alacsonyabb rendii
tagokat, és figyelmen kiviil kell hagyni a legmagasabb rendii tag féegyiitthatojat.

O-jelolés: ha csak egy aszimptotikus felsé korlat van, akkor hasznaljuk ezt. Egy alland6
tényezotol eltekintve felsé korlatot ad. Minden bemenetre fels6 korlatot jelent az
algoritmusnak.

f,g N - R+

f= O(g) - le> O:Dn:cg(n)z f(n)

realele gz o)« eln)serl) - e sl

c

0Q-jelolés: aszimptotikus also korlat.

Rendezéshez legrosszabb esetben logn! 6sszehasonlitas kell. logn!
becslései

Input: n szam
Output: az n szdm ndvekvoen rendezve.
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Ekkor [Jlogn![] kérdés elég és kell. Ugyanis
logn!< nllogn
logn!= logl+ log2+ ...+ logn< logn+ logn+t ...+ logn

Xt Xt X x"
e = —+t —+ —+ ... L
o 1 2 n!

. nO nl nZ nn
ez —t —t . —+
o 1 2 n!

n
n
e" > —
n!
n}’l
n!>H—H
Oel

nllogn - nlloge< logn!< nllogn
Tehat tényleg [logn![]l kérdés kell. Ha valaki megsiugna a rendezést, akkor n-1 kérdés elég

volna.

Vodor-rendezés

Input. Egész szamok, példaul 1 és 20n kozotti méretkorlattal. Az i értékiit az i-edik vodorbe
rakom.

1 Ft-ot fizetiink 1 szam olvasasaért €s irasaért is, valamint két szam Osszehasonlitasaért. A
vodrokben keresés logaritmikusan mehet.

Beszuras, egy elem beszurasahoz n elemii listaba [og(n+ 1)[
6sszehasonlitas kell, ennyi azonban elég is

Egy szigorat monoton ndvekvd sorozatba kell beszurni egy olyan elemet, ami még nem
szerepel benne. m elem esetén m+1 helyre tehetjiik az Gjat, ezért [log(m+ 1) kérdésbol
kitalalhatjuk a helyét, ha barmit kérdezhetiink.

A kezdetben iires sorozatba n elemet beszirunk. Ez [oglflt...[logn[l= [logn!]2 logn!
Osszehasonlitast jelent.

Rendezés beszirasokkal 0(n0logn) 6sszehasonlitdssal
Az  lres sorozat n  paronként  kiilonb6z6  elemmel  torténd  feltoltése
Jdogl[+ ...[logn[J< nllogn osszehasonlitissal megoldhato.

Osszefésiiléses rendezés

Alaplépés: Osszefésiilés. 2 rendezett sorozatot kell sszefésiilni. Az eredménysorozat hossza a
bemend két sorozat hosszanak Osszege, legyen m+t. Ekkor 6sszesen m+t-1 dsszehasonlitas
biztosan elég, és nem lehet kevesebbel.

Az Osszefésiilés 1€pése: nyilvantartom a két sorozatban az aktudlis elemet. Kivalasztom a két
aktudlis kozil a kisebbiket, és atirom az eredménysorozatba, majd léptetem az atirt elemet
tartalmazé sorozat aktualis elemét. igy m+t-1 6sszehasonlitast kell elvégezni.

Két n hosszu sorozat 2n-1 6sszehasonlitassal osszefésiilheto, és ez
optimalis is
Ha m=t=n, akkor vilagos.
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Rendezés osszefésiiléssel

Adott n elemili sorozat. A szomszédosokat Osszefésiilom, majd az igy kapott 2 hossza
sorozatokat vizsgalom. A szomszédos 2 hosszi sorozatokat dsszefésiilom, majd az igy kapott
4 hossza sorozatokat vizsgalom. Es igy tovabb, amig pontosan 1 rendezett sorozatom nem
lesz. (Természetes, hogy a ,,jobb szélen” lehetnek az aktualis 1épésben megadott 2-hatvanytol
eltéré elemszamu sorozatok is, hiszen nem biztos, hogy a kiindulési sorozat pontosan 2-
hatvany elemszamu volt.) Minden 1épésben legfeljebb n Osszehasonlitast végziink, viszont
logn  dsszehasonlitds-sorozattal eljutunk a rendezett sorozatig, ezért az Osszes

Osszehasonlitasok szama 7 llogn
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3. tétel

1. Kozépso elem megtaldlasa, a Floyd-Rivest algoritmus. Karucuba-Ofman algoritmus két
nagy szam szorzatdra. Strassen matrix-szorzdsa.

Ko6zépso6 elem megtalalasa, a Floyd-Rivest algoritmus
Input: n kiilonb6zd szam.

Unl
Output: k. legkisebb szam (specidlis eset: & = HEH)

Az algoritmus lényege: szétbontjuk a bemenetet meghatarozott elemszamt halmazokra, majd
ezeket a halmazokat rendezziik, és a kozépsd elemeket Osszehasonlitjuk. Az igy kapott
kozépso elemek m medidnsa szerint bontsuk kétfelé az 6sszes szamot, az ennél kisebbekre, €s
az ennél nagyobbakra: S.,, = {ai|a,. < m] , S, = [aj‘aj > mJ . Ha S, elemsziama nagyobb k-
nal, akkor a megoldas a kisebbek rendezett halmazanak k. eleme. Ha nem ¢éri el a k-t, akkor a
S,

Példaul, legyen adott az n, és bontsuk fel 5-0s csoportokra. Ekkor minden csoportban 8
Osszehasonlitassal lehet rendezni, és megtaldlni a k6zépso elemet. Az 5-6s csoportok kozépso

nagyobbak kozott lesz, mégpedig a rendezett S,,, halmaz & - . eleme.

elemeinek mediansa legyen m, és legyen S, = [a,-|a,- < m} és S,, = {a_,-‘a‘,- > m] a két halmaz

(ez m-1 6sszehasonlitas).

SIS

<m|?

) 3
Allitas: 22 >
4

Bizonyitas: Mindkét halmazba az n elem kozil legalabb kétotod fog keriilni, ha 5-0s
csoportokra osztottuk. Ez viszont tobb, mint az n negyede.
Végrehajtasi id6: ha n< 50,
t(n)s 28+ tH£H+ n-1+ tH3—nHS 8_n+ 4ent nt 15cn= 19cn + 8_n+ n< 20cn
5 050 040 5 5
13
—<c
5

f(n) < 20D13?”: 52n

3 3
Ahol tgggﬁ 206% = 4en és f@fgﬁ 200% és tk(n) : az algoritmus 1épésszama n elembdl a

k. legkisebbre, valamint #(n) = m%x t,(n) . Azt akartuk megmutatni, hogy ¢ (n) < 20cn.

Ha n < 50, akkor kevesebb, mint 6n dsszehasonlitasra van sziikség, ezért ¢ 2 20 JO becslés c-

Ie.

Karucuba-Ofman algoritmus két nagy szam szorzatara

Input: két tizes szamrendszerbeli szam, a és b. Output: a két szam szorzata.
Modell: az 6sszeadas ingyen van, két szamjegy szorzasa viszont 1Ft.

Cél, minél olcsobban kiszamolni a szorzatot!

Legyen 2n a hosszabbik szam hossza.
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a=10"a'ta"
b=10"b"+b"
ab = (10"(1'4‘ a")(lon bV+ b") = 102}1 a!b|+ lon(a'b”'l' a"bV) + a"b"
Ennek koltsége dsszesen 4n’ Ft.
Ha kiszamoljuk (a'— a")(b'- b") = a'b+a"b"- (a'b"+ a"b') -t, a'b'-t és a"b"-t, akkor megkapjuk
Osszeadasokkal (a'b"+ at b') -t is, igy ennek a koltsége 3n* Ft.
t(k):=a 2 db k hosszl szdm Gsszeszorzasanak koltsége.
t(1)=1, t(n)=?
f2n) = 3¢(n) = 32020 3000 2 3 g e = gl 2 gl ilons < () e
02[ 040 02°0

log,3= 1,58

fgy (2n)? helyett (2n)"* lett.

Felhasznalas: polinomok szorzaséra, vagy négyzetes matrixok szorzasara.

nxn-es matrixok szorzasanak ilyen koltsége n® Ft, mert 1 elem kiszdmolas n szorzéasba keriil,
vagyis n Ft, és van n* elem.

Strassen matrix-szorzasa

A matrixszorzas visszavezethetd egyszeriibb miiveletekre is.
2x2-es matrix esetén:
m, = (alz - azz)(bm t bzz)

m, = (all * azz)(bn * bzz)

choEmtm,-m,tm
- _ 11 1 2 4 6
my - (a” azl)(bll * b12) _
Cp = my t my
- ( ta )b ;o
m, = \dy 12102 ¢és igy _
Cy = Mgt my
ms all(blz - bzz) _ _ s _
(b -b) Cyp =My~ ms* ms= M,
Mg = Ay\by ~ Oy

= (a21 ¥ azz)bu

3

Ezzel a felbontassal 8 szorzas helyett 7 szorzast kell csak elvégezni.

2-hatvany oldalil négyzetes matrixok szorzdsa esetén is elég lesz a kevesebb szorzas, mert
részmatrixok szorzéasaval is megoldhat6 a feladat.

Futasi id6:

t(k):=a 2 db kxk-as matrix szorzdsanak koltsége Strassen algoritmuséval.

t(1)=1

s - - 5:25: :si:s: logs 7|5 = ~slog7 - 7 log7
k=2° esetén: t(k) 7t§2@ 7@4@ 7@2‘?@ 7 (Zg ) psloe? - plog7
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4. tétel

2. Dinamikus programozas: maximalis intervallum-osszeg linedris idoben. Egy 0-1
mdtrixban a legnagyobb egybefiiggd, négyzet alaku, csupa-1-es részmatrix megtaldldsa
linearis idoben. Matrix-szorzas optimalis zarojelezése, a naiv algoritmus €s a dinamikus
programmal elérhetd 1€pésszam Osszehasonlitasa.

Dinamikus programozas

Valamilyen tablazatot kitoltiink, és az ujabb értékeket a mar kiszdmoltakbdl és az inputbdl
szamoljuk ki.

Maximalis intervallum-6sszeg linearis idében

J
Input: n db egész szam, output: maximalis intervallumdsszeg (lmaX EZ a E).
i< j<n .

Allitas: Van linearis sok dsszeadast hasznalé megoldas.

bi:=az a; jobbvégpontl intervallumok koziil a maximalis 6sszeglinek az 0sszege.

Megjegyzés: A 0 hosszu intervallum 6sszege 0, €s jobbvégpontja barhol van!

Miért j6 a b;? Mert az output a max(b,).

b, = max(0,a,) és tegyiik fel, hogy i-1-ig ismerjikk a b-ket. Ekkor b, = max(b,_, + a,,0),
vagyis megjegyezziik, hogy melyik volt az eddigi maximum.

Egy 0-1 matrixban a legnagyobb egybefiiggd, négyzet alaku, csupa-
1-es részmatrix megtalalasa linearis idében

Input: Egy 0-1 matrix. Output: a legnagyobb egybefiiggd csupa 1-es részmatrix.

Ha az input mérete n?, akkor n’ ellendrizendd részmatrix van, igy a futasi id6 »°, ami nem
linearis idejii.

A linearis megoldas: legyen egy nxn-es matrix, aminek a b; eleme azt mondja meg, hogy az
inputmatrixban az a; jobb-alsé csiicsii négyzet alaku egybefliggd csupa 1-es részmatrixok
koziil a legnagyobb oldalmérete mekkora, ha a; les, kiilonben 0. Viszont b; kiszamolhato

0

dinamikusan a mér ismert adatokbol: b, = [

1+ minlb, .6, by )

i,j-1>Yi-1,j-1>Yi-1,;

Ez cn® 1épés alatt megoldja a feladatot, ami az inputmérethez képest lineéris.

Matrix-szorzas optimalis zarojelezése, a naiv algoritmus és a
dinamikus programmal elérhet6 lépésszam 6sszehasonlitasa

Input: 7,,...,M,,,, m db matrix méretei, és a matrixok (4,0 7"""")

Output: az optimalis zarojelezés, a szorzas koltsége. Cél, hogy a koltség minimalis legyen.
Mikor j6 a matrixszorzas? Akkor jo, hogyha kevés muveletet kell elvégezni. A matrixszorzas

asszociativ, ezért tetszOlegesen zardjelezheto.
Naiv algoritmus: brute force, vagyis elkészitem az Osszes fajta zarojelezést, és kivalasztom

kozilik a jot. m db matrix szorzasa esetén legalabb 2% -féleképpen lehet zérdjelezni. Ez

exponencialis, tehat a futdsi idé miatt nem érdemes vele foglalkozni.
Dinamikus programmal viszont egy gyors megoldast kapunk.
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m, = A, 04,,0...04, szorzat kiszamitdsdnak optimalis koltsége. Minket m,, érdekel.
m, =0 M= lr<r}€1<r]1(mlk + n, Un, Dnj tmg )
A legkisebb indexkiilonbséglieket szorzom 0ssze eldszor, és ezt ismétlem. A miiveletek szama
m2
3| .. .
—Onlm = cm’, azaz 0 |n’| -6s algoritmus.
2 b
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5. tétel

1. A hatizsak-probléma, megoldasa dinamikus programmal. Apro értékek esetén az
algoritmus polinomialis.

A hatizsak-probléma, megoldasa dinamikus programmal

V,...,Vm’ r r ) . 7t ’ ror e 7
Input: 1 értekek €s sulyok, valamint b a hatizsdk teherbirasa. Output: a hatizsakba

SiseeesS,

keriild kovek indexei, valamint az dsszsuly.

Specialis eset, ha minden stuly egyenld. Ekkor az érték szerint csokkend sorrendbe kell
helyezni, és a legnagyobb értékiitdl kezdve addig pakolunk, amig meg nem telik a hatizsak.
Ha minden érték egyenld, akkor suly szerint novekvd sorrendbe rendezziik a koveket, és a
legkisebb sulyutol kezdve addig pakolunk a zsakba, amig fér.

Egyébként készitlink egy matrixot, aminek sorai 1-t6] m-ig indexeltek i-vel, és 0-tol Z v, -ig
|

j-vel.
Es ide még jon a tablazat elemeinek megalkotasa

Apro értekek esetén az algoritmus polinomialis

Ha az s-hez képest a v; kicsi, akkor ez egy jo algoritmus. PI. logs, ~v,
Létezik a feladatnak javitasa, ami megkozelitden optimalis, de sokkal gyorsabb.

10
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6. tétel

2. Adatok tarolasa: lancolt lista és tomb. Beszurdsos rendezés lancolt listan és tombon. A
kupac fogalma; DELETEMIN, INSERT. Williams és Floyd kupac-rendezése 0 (nlogn)

miivelettel. Grafok abrazolasa. Graf-algoritmusok: Szélességi  graf-bejaras, ezzel
komponensek meghatarozdsa, osszefiiggoség-vizsgalat, feszito-erdo megadasa.

Adatok tarolasa: lancolt lista és tomb

Beszurasos rendezés lancolt listan és tombon

Témbon a besziras helyének keresése Jog(k + 1) 1épésben adodik, a besziras elétt pedig a
k
nala nagyobb elemeket el kell tolni eggyel, ami logk + 5 1épést jelent. Az Gsszese elem

+1
beszurasa log n't # =0 (nz) 1épésbdl van meg.

Lancolt lista esetén nincs szlikség mozgatasra, tehat magénak a beszarasnak a koltsége
konstans. Viszont sokba keriil a hely megtalalasa, ez O (nz) ideig tart.

A kupac fogalma

Def: Kupacnak neveziink egy teljes binaris fat, amelybdl a levelek egy részét jobb oldalrol,
alulrol kezdve letoroltiik. A fa csucsaiban szamok vannak, amelyeket néha kulcsnak is
neveziink. A kupacban levd szamokra teljesiil, hogy a sziild kulcsa kisebb vagy egyenld, mint
a gyerekek kulcsa. Miveletek: INSERT, DELETEMIN.

INSERT

Alsé szinten legbaloldalibb helyre berakok egy levelet (vagyis az utolso szinten kiegészitem a
sort egy Ujjal, igy igaz marad, hogy ez majdnem teljes bindris fa).

Rateszem az 01j szamot.

Javitom a kupacot, vagyis addig cserélgetek a sziildvel, amig a sziil6 nagyobb, mint a beszlrt
elem. Ezzel az uj elem felbilleg a helyére.

Az insert miiveletigénye a kupacmélységgel aranyos, tehat O(kupacmélység).

n csucsu kupac esetén ez O(log n).

DELETEMIN

Kitoroljiik a gyokeérbdl az ott 1évo szdmot (ez a legkisebb a kupacban).

Az ,utols6” levél tartalmat atirjuk a gyokérbe, kitoroljik az ,,utolsd” levelet, és javitjuk a
kupacot, azaz Osszehasonlitjuk a két gyereket, és a kisebbik gyerekkel kicseréljiik. Addig
cseréliink a gyerekekkel, amig helyre nem 4ll a kupac-tulajdonsag.

Koltsége O(log n).

Williams és Floyd kupac-rendezése 0 (nlogn) miivelettel

Egy n elemii kupac INSERT-ekkel felépitése n-szer O(log n), vagyis O (n log n) .
Egy n elemii kupacbol DELETEMIN-nel lehet rendezett sorozatot adni n-szer O(log n)
1épéssel, vagyis O (n log n) .
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Grafok abrazolasa

Adjacencia-matrix
Négyzetes tablazat, a sor és oszlop-azonositok a graf csucsai. A cellakban szamok vannak. Ha

az (i, j)-edik helyen 1-es van, azt jelenti, az i. €s a j. cstics kdzott van €l. Ha 0 van, akkor azt
jelenti, nincs él.

Incidencia-matrix

Tablazat, melynek sor-azonositoi a csucsok, oszlop-azonositoi pedig az élek. Egy oszlopban
két 1-es van, a két végpontnal.

El-lista
Olyan lancolt lista, amelyben egyrészt a csucsok egymashoz vannak lancolva , fiiggblegesen”,

masrészt a csuccsal szomszédos tobbi csucs is hozza van lancolva egy adott csucshoz, de
,,vizszintesen”. Az élek a ,,vizszintes” lancolasbol deriilnek ki.

Szélességi graf-bejaras, ezzel komponensek meghatarozasa,
osszefiiggb6ség-vizsgalat, feszité6-erdé megadasa.
Szélességi keresés vagy bejaras esetén input: graf, output lehet annak eldontése, hogy a graf

Osszefiiggd-e; mennyi a komponensek szama; melyek a komponensek; adott pontbol az dsszes
tobbi pont tavolsdga mennyi; graf parossaganak eldontése; feszitéfa-keresés.
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7. tétel

3. Egy grdfnak exponencidlisan sok feszitofaja is lehet. Minimalis koltségii feszitofa
keresése. Prim algoritmusa, kupac-implementdcio. Dijkstra algoritmusa szemléletesen:
golyok ¢és fonalak. Dijkstra algoritmusa egy pontbol kiindulo minimalis koltségii utak
kiszamitasara, kupac implementdcio.

Egy grafnak exponencialisan sok feszitéfaja is lehet

All: nagyon nagy lehet a feszitofak szama. Példaul tekintsiik azt a grafot, ami egy abroncs-hoz
hasonlit, az ¢lek a kiillok, és az abroncs maga, a csucsok az abroncs pontjai, és a tengely. n
csucs esetén 2™'-1 db feszit6fa biztosan van, ez exponencidlisan sok.

Minimalis koéltségii feszitb6fa keresése
Input: G graf, V csticshalmaz, E ¢lhalmaz, w: £ - N sulyfliggvény.
Output: { } , ha G nem 0sszefliggd, kiilonben a minimalis stlyu feszitéfa élei.

Prim algoritmusa, kupac-implementacioé

Ez egy moho algoritmus.

vo-bol indulok ki, mint kezdGcstcs, a T halmazban kezdetben ez az elem van csak.

T-hez hozzaveszem a T és nem T-beli csucsokat 6sszekotd €lek koziil a legolcsobbat.

Ha van még cstics T-n kiviil, akkor folytatom az eldz6 1épéssel.

All: Ezzel feszit6fat kapunk, ha a graf 6sszefliggd, sét a minimalis sulyu feszitofat.

Biz: indirekt tegyiik fel, hogy nem azt kaptunk. Legyen T a Prim algoritmus altal talalt fa. Ha
van ennél kisebb stlyu, akkor van olyan is, amelynek a legkisebb a sulya. Ha tobb ugyanilyen
legkisebb sulyu is van, akkor van egy olyan is, amelyiknek a legtobb kozos éle van T-vel.
Legyen ez T, és T’<>T, ezért T’-ben van olyan ¢él, ami T-ben nincs benne, és forditva.

Van egy olyan ell 7' - T" él, amelyet az ilyen tulajdonsagu ¢élek koziil el6szor vettem hozza T-
hez. Mivel e nincs benne T’-ben, T’-h6z hozzavéve az uj T -ben lesz kor. Ha a régi T -ben
egy ¢let kicserélek egy masik élre, akkor nem lesz nagyobb a koltsége, viszont tobb kdzos éle
lesz T-vel, ami ellentmondashoz vezet.

Lépésszam-becslés: Jelolje D) a v,UT csiucs tavolsagat az épiilé fatol, azaz
D (l) . nngTn w(x, Vi) . A nem létez6 €l sulya végtelen nagy.

n-k szambol szamolunk minimumot: O(n-k-1) mivelet kell, ezért az 6sszes miiveletigény (k
megy 1-t6] n-1-ig) O(»n°) a minimumok kivalasztasahoz. Ehhez kell még egy O(n)-es miivelet,
a csucsok lekezelése, és O (|E|) az élek hozzavétele miatt. Mindegyik koziil az n® a
legmagasabb foku, ezért a teljes miiveletigény O(n?).

Ha a T-hez hozzaveszek egy 11j y cstcsot, akkor D(i)=min(D(i),w(y,v;)) lesz.

Kupac

Uj mtveletre van sziikség: DECREASE KEY, vagyis kulcs-csokkentés. Ez egy O(log n)-es
mivelet. Csokkentem a kulcsot, majd rendezem a kupacot.

Alkalmazésa: D(i)-ket berakom a kupacba. Kitérldém a minimumot (ez megy be a feszitéfaba),
majd mddositom a kulcsokat a DECREASE KEY-vel.

nUDELETE _MIN + |E|0IDECREASE _KEY = 0 (nlogn)+ |E|00 (logn) .
Lépésszam-becslés:

Kupac nélkiil 0 (nz) .

Kupaccal: 0 (nlogn)+ [E|00 (logn)
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Dijkstra algoritmusa egy pontbdl kiindulé minimalis kéltségii utak
kiszamitasara, kupac implementacié

Legyen S = {VO} . Ekkor v;U V' - § -re D(i) legyen a legrovidebb olyan ut hossza, amely az
utolso €lét kivéve teljesen az S-beli csticsok kozott fut. S legyen a lebegd csticsok hossza.
Vétessék fel a D(i)-k minimuma a j indexnél, azaz D( J ) = min(D(i) v, UV-38), és
S=80 {vj} _Tovibba D(i) = min(D(i),D(j) + w(vi,vj)),

All: Az a D(i), amelyikbdl éppen v; S-be vétele el6tt szamoltunk ki, megadja a legrovidebb vo-
vi ut hosszat.

Biz: Azt kell megmutatni, hogy tényleg a legrovidebb olyan Ut hosszat szdmolja ki, amely az

utolsoé €lét kivéve teljesen az S-beli csucsok kozott fut.
Akkor lenne hamis, ha a v; rajta lenne a legrévidebb tton, de nem a legutolson lenne rajta.

n-1 db DELETE_MIN + [E| db DECREASE KEY: 0 (nlogn)+ |E[0 (logn) kupacban, 0 (n?]

a minimumszamitas + O (|E |)
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8. tétel

4. Paros grafok. Egy graf parossaganak eldontése. Parositiskeresés paros grdafban:
alternalo utak. Lépésszam-becslés. Maximalis méretii parositas, teljes parositds.

Paros grafok

Def: Egy graf akkor péros, ha cstcsai két osztalyba oszthatok gy, hogy csak az osztalyok
kozott mennek élek.

Egy graf parossaganak eldéntése

0-t és 1-et irok a cstcsokra. A 0-s csucs szomszédjai 1-esek, az 1-es csucs szomszédjai 0-k
legyenek. Ha 1-et és O-t is kéne irni, akkor meg kell allni, mert biztosan nem péros lesz.
Kovetkezmény, hogy csak paros hosszu kor lehet egy paros grafban.

Parositaskeresés paros grafban: alternalo utak

Maximalis méretii parositas, teljes parositas

Probléma: lovagok ¢és holgyek vannak, tudjuk, hogy melyik lovagnak ki tetszik. A lovag csak
azzal tancolhat, aki tetszik neki. Megoldas: paros graf, ha a lovagnak tetszik a holgy, akkor
van ¢l. Kell, hogy legyen tobb holgy, mint lovag, vagy legalabb annyi.

Def: Egy G grafban van teljes parositas, ha van egy olyan G’ részgrafja G-nek, hogy G’-ben
(vagy G-ben?) minden csucs foka 1.

Def: Maximalis méretii egy parositas, ha vagy teljes, vagy pedig nincs olyan parositds a
grafban, amely tobb csucsot fedne le.

Feladat: input: egy graf, amely péros, output: maximalis méretii parositas.

Def: Legyen G egy paros graf és M egy akarmilyen parositas G-ben. Ekkor alternalé utnak
neveziink egy olyan utat G-ben, amely mindkét végpontja M-mel nem lefedett csucs és
minden masodik éle M-ben van.

Lemma: A G grafban az M parositds maximalis méretii, akkor és csak akkor, ha G-ben nincs
alternalo ut.

Biz: = Tegyiik fel, van egy alternalé t. Az alternal6 tton cseréliink. Ami benne volt, az nem
lesz benne, ami nem volt benne, az benne lesz.

€ Indirekt tegyiik fel, hogy M nem maximalis méretii, tehat van nagyobb, amit jeldljon M.
Ezek szerint vannak ¢élek, amelyek M-ben és M’-ben is szerepelnek (A). Vannak olyan élek,
amelyek M’-ben szerepelnek, de M-ben nem (B). Vannak olyan élek is, amelyek M-ben
szerepelnek, és M’-ben nem (C).

Ha a B-beli cstucsok nem lennének M-mel lefedve, akkor alternalo ut adodna, ezért ezek is le
vannak fedve M-belickkel. Ugyanannyian vannak M-beliek, mint M’-beliek a B-ben. Es van
még néhany M-mel lefedett. Kovetkezésképp legalabb annyi M-beli van, mint M’-beli. igy
ellentmondasra jutottunk, mert az volt az allitas, hogy M’-ben tobben vannak.

Cél: alternal6 utakat kereslink a paros grafhoz, és ha mar nem taldlunk, akkor a maximalis
méretll parositasunk megvan (a lemma szerint).

Mbédszer: iranyitott grafon szélességi keresés. A parositdsban levok felfelé iranyitottak, a
tobbiek lefelé. Ha igy egy fedetlenbdl egy masik fedetlenbe el tudok jutni, alternalo utat
kapok.

2 mesterséges csucsot kell felvenni fent és lent, ezek legyenek A és B. A-hoz és B-hez csak
azokat kotom hozza, amik nincsenek lefedve. Ha le tudok jutni A-bol B-be, akkor taldlok
alternalo utat.
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Lépésszam-becslés
A szélességi bejaras 0 (nz) 1épésii. Ezzel legfeljebb eggyel tudom novelni a parositast. g

noveléshez legfeljebb 0 (n3) 1épés kell.
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9. tétel

5. Stabil hazassagok problémdja, ennek megoldasa linearis idoben. Maximalis méretii
fiiggetlen csucsrendszer keresése grdfban. Kis javitas az exponencialis algoritmusban.
Specialis eset intervallum-grafokra: az intervallumpakolas. MIN-MAX-tétel, gyors
algoritmus, lépésszam-becslés.

Stabil hazassagok problémaja, ennek megoldasa linearis idében

Ugyanannyi (n) holgy és ur van. Mindenkit megkérdeziink, hogy kivel hazasodna. A véalaszok
példaul a kovetkezo tablazat szerint lehetnek:

A B C D E 1 2 3 4 5
2 1 2 1 5 E D A C D
5 2 3 3 3 A E D D B
1 3 5 2 2 D B B B C
3 4 1 4 1 B A C A E
4 5 4 5 4 C C E E A

Az urak a betiik, a holgyek a szamok.

Def: Azt mondjuk, hogy egy hdzassagi rendszer stabil, ha nincs benne olyan X férfi és Y nd,
hogy 6k nem héazasok, de X jobban kedveli Y-nt, mint a feleségét, és Y jobban kedveli X-et,
mint a férjét.

Tétel: Tetsz6leges inputra van stabil hazassagi rendszer, és ezt konnyli megtalalni.
Algoritmus: Az urak megkérik a listaban legfoliil szereplé holgy kezét, akit még nem
kérdezett eldtte. A holgy igent mond, ha még nincs vélegénye, vagy ha a kérd jobban tetszik
neki, mint az addigi kérd6i. (A sarga hatteri szdmok adjdk a végeredményt.) (Ez az urak
szempontjabol jo stabil hazassagi rendszer. A holgyek szempontjabdl nézett hazassagi
rendszer mas eredményt adhat!)

Allitas: Az algoritmus véget ér, ha ugyanannyi férfi van, mint né, és ha egy nének mar volt
kérdje, akkor mindig lesz. Legfeljebb n® leAnykérés lehet, ezért az algoritmus linedris, mert
2n’ az inputméret.

Allitas: A hazassagi rendszer stabil.

Biz: A holgyek vélegényeinek mindsége szigori monoton javul. Az urak menyasszonyainak
mindsége szigorta monoton romlik. Tegyiik fel, hogy X €s Y instabil hdzassagot kotottek. Ez
lehetetlen feltevés.

Maximalis méretii fiiggetlen csucsrendszer keresése grafban

Def: G(V,E) egy graf. A V, U V fiiggetlen csticshalmaz < V; semelyik két csucsa kozott
nincs ¢él.

Def: Egy V, fliggetlen csucshalmaz akkor maximalis V-ben, ha nincs olyan V, fliggetlen
részhalmaza V-nek, amelynek elemszama nagyobb V; elemszamanal, és V, [ V.

Def: Maximalis méretii egy fliggetlen csucshalmaz, ha nincs ndla nagyobb elemszamu
fiiggetlen.

Maximalis csucshalmazt konnyl talalni, maximalis méretlit azonban nehéz. Maximalis
csucshalmazt kapok, ha kivalasztok egy csucsot, ¢s kidobom a szomszédjait. A maradék
csucsokbdl megint kivalasztok egyet, majd annak is kidobom a szomszédjait, stb.
Algoritmus: Egyszerli exponencidlis algoritmus maximalis méretii fliggetlen csucshalmaz
keresésére:
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Megnézem V hatvanyhalmazanak (P(V)) minden elemét, hogy fiiggetlen-e. Ha az, akkor a
méretét Osszehasonlitom az eddigi maximalis méreti fliggetlenek méretével. Ha a mostani

nagyobb, cserélek. |P(V)| = 2" ezért 2" n? 1épésben taldlja meg a megoldast.

Kis javitas az exponencialis algoritmusban

Esetszétvalasztas: 1. eset, ha G-ben minden csucs foka legfeljebb 2. 2. eset, ha van benne
legalabb harmadfoku cstcs.

1. eset: Az ilyen grafok fajtai: izolalt pontok grafja, korok grafja, utak grafja. Az izolalt
csucsoknal az Osszes csucs egyiitt adja a maximalis méretli fiiggetlen csticsrendszert. A kor
esetén minden masodik csticsot kell kivalasztani. Az ut esetén is minden masodik csucsot kell
valasztani, de az ut végérdl kell indulni.

2. eset: a) eset: V benne van a maximalis méretii fliggetlenben; b) eset: nincs benne.

n csucsu grafra ¢ ” 1€épésben meg tudom csinalni, ha 1< 0 < 2.

an:an-4+an-l
A 2a. esetben ¢*=1+¢" . Azért lehet n-4 és n-1, mert V-k szomszédjai 3-an nem
0 a =181

szamitanak, a tobbi szomszéd viszont igen. Az algoritmus igy 2" n? helyett 181" 1> 1épésben

lefut.

Bizonyos specidlis esetekben a maximalis méretli fliggetlen csucshalmaz meghatarozéasa
konny.

Nagy adathalmazra nem jo6 algoritmus, mert exponencialis.

Specialis eset intervallum-grafokra: az intervallumpakolas
MIN-MAX-tétel, gyors algoritmus, lépésszam-becslés

Ha G intervallumgraf, akkor gyorsan megy a legnagyobb fliggetlen csucshalmaz kiszamolasa.
Def: G intervallumgraf, ha G eldall a kovetkezd modon: egy I valds intervallum bizonyos
részintervallumainak felelnek meg G csucsai. v és v’ élt alkot, akkor és csak akkor, ha v és
v’-nek megfeleld intervallumok metszik egymast.

Tétel: Az intervallumgrafokban az input méretében polinomidlisan sok 1épésben megtalalhatod
a legnagyobb fliggetlen csucshalmaz.

Biz: 1j feladat kitlizésével és megoldasaval.

Uj feladat: Tegyiik fel, hogy egy teherautoval valo fuvarozast akarunk megoldani. 1 fuvar
10000 Ft-ba kertiil, a munka 8-22 oraig tarthat. Egyszerre csak egy fuvar vallalhato, de minden
fuvar ugyanannyit ér. Kellene, hogy a legtobb munkat vallaljuk el.

Input: intervallumrendszer.

Output: maximalis méretli fiiggetlen intervallumrendszer (ebben nincsenek metszo
intervallumok).

Javasolt eljaras: elvallaljuk azt, ami az elvéllalhatok koziil a legkorabban véget ér. Ha nincs
tobb elvallalhato, akkor vége az eljarasnak.

Miért ez a legjobb?

Lemma: Ha egy pontrendszert akkor neveziink lefogonak, ha az 6sszes intervallumot metszi,
akkor igaz lesz, hogy a minimalis méretli lefogd pontrendszer elemszama legalabb annyi,
mint a maximalis méretii fiiggetlen intervallumrendszer elemszama.

Biz: a lefogd pontrendszer minden pontja benne van az intervallumrendszer egy-egy
intervalluméban, és minden intervallumban van egy lefogo6 pont.

Megj: tegyiik fel, hogy I lefogd pontrendszer, J egy fiiggetlen intervallumokbol all6 rendszer
¢s az elemszamuk megegyezik. Ekkor I minimalis méretli lefogd pontrendszer és J maximalis
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méretl fliggetlen intervallumrendszer. Ugyanis ha nem volna minimalis I, lenne kisebb, ami
ellentmond a tételnek.

Cél: megmutatjuk, hogy a fenti javasolt fiiggetlen J intervallumrendszerhez van I lefogd
pontrendszer, hogy az elemszamuk megegyezzen, és ezzel készen is vagyunk.

I legyen a J elvallalt munkak jobb végpontjai, J nyilvan fiiggetlen intervallumrendszer és az
elemszamuk megegyezik. Kell, hogy I lefogd pontrendszer legyen, vagyis metsszen minden
intervallumot. Tegyiik fel, van olyan intervallum, ami két jobb végpont kdzott van. Ez nem
lehet, mert ha lett volna ilyen, azt is elvallaltuk volna, tehat a jobb-végpontok lefogo
pontrendszert alkotnak, ezért a minimalis meg a maximalis a tétel szerint adodik.

Ezek szerint a javasolt eljaras jo.

Kérdés: mennyire gyors?

1. rendezni kell bal- és jobb-végpontok szerint (2 rendezés, melyek azok, amiket
elvallalhatunk; az elvallalhatok koziil melyik az els6)

nlogn+ nlogn+ nl 0 (nlog n) -es algoritmus
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10. tétel

6. Véletlent hasznalo algoritmusok. Polinomazonossag-ellenorzés, a Schwartz-lemma.
Szamelméleti algoritmusok: az euklideszi algoritmus, lépésszam-becsléssel. a” mod m
kiszamitasa polinomialis idoben. Primtesztek: egy, amely pszeudoprimekre nem miikodik;
egy masik (Rabin-Miller), amely mindig miikodik.

Véletlent hasznalo algoritmusok
Polinomazonossag-ellenérzés, a Schwartz-lemma

Feladat: dontsiik el, azonos-e két egész-egyiitthatds polinom. Atfogalmazva: a két polinom
kiilonbség-polinoma vajon az azonosan 0 polinom-e. A beszorzdsos kiszamolds altalaban
nagyon lasst. Viszont egy polinom akkor azonosan nulla, ha minden behelyettesitéssel 0-t
kapunk.

Eljaras: vegyiink véletlen egész szamokat, helyettesitsiik be dket az x-ek helyébe (n-valtozos
polinom esetén n véletlen szam kell). Szamoljuk ki a polinom értékét. Ha egyszer az jon ki,
hogy ez nem nulla, akkor a polinom biztosan nem a nulla-polinom. Ha nagyon sokszor az jon
ki, hogy a polinom értéke nulla, és egyszer sem jon ki az, hogy nem null, akkor nagy
valdsziniiséggel (de nem biztosan) mondhatd, hogy ez az azonosan nulla polinom.

Lemma: Schwartz-lemma: Legyen h nem azonosan nulla polinom, egész egyiitthatds, n
valtozos, minden valtozdjaban legfeljebb d-edfoku. Vélasszuk az x1, ..., xn szadmokat
véletlentil, egyenletes eloszlasban és fliggetlentil az {1, 2, ... N} halmazbodl. Ekkor

d
Pr(h(xl,xz,...,xn) = 0) < Wn Legyen N=2dn, ekkor a valoszinliség 0,5-nél kisebb. Ha 100-

o 1
szor valasztok véletlen behelyettesitést, és mindig 0-t kapok, akkor S0 lesz a tévedés

valészintiisége.
Pr(4n B

Biz: feltételes valosziniiség: PT(A|B): Pr( B)

(Tétel: teljes valdszinliség tétele:
Pr(B)Pr(4|B)+ Pr(B) Pr(A‘E) = Pr(4) )

n=I-re: 1 valtozds polinom, véges sok gyoke van, legfeljebb d kiilonb6zé gydke. Annak a
valoszinlisége, hogy {1,2,...,N } -bdl valasztva pont a gyokot talalom el: < N
Indukcid6: tegyiik fel, n-ig tudjuk, n+1-re szeretnénk belatni.

h(xl,...,xn,xm) = Zt hx', ahol 1< t< d és h # 0 n-valtozos polinom. (Az n+1 véltozos

i=0

polinomot x;-gyel kifejtettiik, a hi-k legfeljebb n-valtozdsak.)
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Szamelméleti algoritmusok: az euklideszi algoritmus, lIépésszam-
becsléssel. a> mod m kiszamitdasa polinomialis idében

Input: a, b természetes szamok, a 2 b. Output: Inko(a,b)=(a,b).

a=cbtrn

b=c,rtr,

nEentn

Ti1 T Ciusliy T 0

(a’b) = r[+2

Tegyiik fel, hogy a, b 200 decimalis jegytiek. Hany 1épésben tudjuk (a,b)-t kiszamolni? 10'*
1épés.

Tobb is mondhaté. Legfeljebb 2loga maradékot szamolunk.

10° = 210

(103)66 = 1086 - 5660

Input mérete: log a + log b, 2 log a 4j maradékot kell szamolni. Polinomialis algoritmus.
Input: a, b, m természetes szamok. Output: o’ = m .

Mi a helyzet mod m nélkiil? 10°-t kellene kiszdmolni, ez exponencialis volna az input
méretében.

Input mérete: a betiik vagy szdmjegyek szama.
n!modm

Nem ismert polinomialis algoritmus a kdvetkezok kiszdmolasara: Ha Emo dm"

Gyors polinomialis algoritmus adodik, ha
1. eset: b= 2', mert ekkor @,a’ modm,a’ modm,a® modm,...-et kell kiszamolni, mindig

az el6z6t négyzetre kell emelni. 7= logb négyzetre emelés kell, vagyis inputméretnyi

négyzetre emelés.

2. eset: b nem 2 hatvanya.

All: b mindig el8all kiilonboz6 2-hatvanyok dsszegeként.
Biz: 2-es szamrendszer alapjan tirivalis.

21



Készitette: Rozsa Gabor

b=2"+ .. +2%
, o , ahol a, a legnagyobb.
a,a”,a” ,...,a- modm

log b szorzas négyzetre emelés, 10gb redukalas.

2" 20 2"y 42 _ b
a> 0..0a" =2a° """ = a"modm-

Primtesztek: egy, amely pszeudoprimekre nem miikédik; egy masik
(Rabin-Miller), amely mindig miikédik
Input: egy természetes szam (m), output: 1 ha m prim, 0, ha nem prim.
Ha minden természetes szam, ami kisebb vagy egyenld Jm nem osztdja m-nek, akkor m
prim.
Tegyiik fel, hogy 200 decimalis jegyl primek kellenek. Hany ilyen p prim van?
Nagy primszamtétel: Ha Tl (x) jeloli az {1,2,...,x} halmazban 1év6 primek szamat, akkor
N ( x) ~ i

Inx
Honnan szerezziink primeket?
Vialasztunk egy véletlen szdmot, majd teszteljiik, hogy prim-e. Véletlen algoritmusok
évtizedek oOra ismertek. 2002-ben Aggraval, Kayol, Saxena olyan algoritmust dolgoztak ki,
ami nem hasznal véletlent, de polinomialis idejii.
Két véltozat:
Ami nem mindig mikddik:
Def: Azt mondjuk, hogy m pszeudoprim, ha m nem prim, de minden nala kisebb, hozza
relativ prim egészre teljesiil, hogy ¢™' = Imodm .
Pszeudoprimek pedig vannak, pl. a 4 és a 6 ilyenek.
1 modszer véletlen primtesztre, amely pszeudoprimekre nem jo:
Tétel: (kis-Fermat-tétel) p prim = minden a p-hez relativ primre igaz, hogy @”' = Imodp .
G legyen a mod m redukalt maradékosztalyok halmaza = {a : (a,m) =101 as m- 1} . Ekkor
G csoport az uv mod m miiveletre.

H:= [uD G:u"'s lmodm] .Ekkor H 0 G és H csoport.

1" = 1modm

a,b0 HO alb0 H

a"' b = (ab)"" = 1modm

a""'z 1modm [ (a'l)m_1 = (a'”_l)_1 = 1" = Imodm

fey H< GO |H||G|.
Ha m prim: G=H (kis-Fermat tétel miatt)
Ha m pszeudoprim: G=H (a pszeudoprimség definicidja miatt)

Ha m egyik sem, akkor H U G [ |H|S |§—|

100-szor ismétlem:
Vesziink egy véletlen a-t, hogy 1< a< m. Kiszamoljuk (a,m) -et. Ha ez nem 1, akkor m nem
prim, és készen vagyunk. Ha relativ primek, akkor kiszamoljuk «™ ' modm -et. Ha ez nem

kongruens 1-gyel, akkor legalabb 0,5 a valdszinlisége, hogy m nem prim és nem pszeudoprim.
Ha ez kongruens 1-gyel, akkor m prim vagy pszeudoprim.
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Ha egy legalabb 0,5 valosziniiségli esemény el6fordul legalabb 100 fiiggetlen kisérletben,

1
annak a valdsziniisége legfeljebb 2100 -

A Rabin-Miller-teszt

Lemma: Legyen m pératlan szdm,m- 1= 2" ON, ahol N péaratlan. m prim <

a¥-1,a"+1,a*" + l,azzN + 1,...,a2M_1N + 1 szamok koziil legaldbb egy oszthaté m-mel, ahol
Da0{1,2,...,m-1} .

Biz: Ha m prim, akkor a fenti szimok szorzata ¢” ' - 1= Omodm .

Ha m nem volna prim, akkor lenne egy d, ami oszt6ja m-nek, és nem 1, és a=d-vel.

Lemma: Ha m nem prim, akkor az {1,2,...,m- 1} ,a~ elemeinek legaldbb a felére m nem

osztoja a" - 1,a” + 1,a®™ + L,a*V + 1,....a°> " + 1 szamok egyikének sem. (nem bizonyitjuk)

R-M teszt:

Vesziink egy véletlen a-t {1,2,...,m - 1} -bdl. Ha (a,m)=1 nem igaz, akkor m nem prim, tehat

készen vagyunk.

Ha (a,m)=1, akkor kiszamoljuk az a" - La" + 1,a®" + 1,a® "V +1,....a> "+ 1 szamokat, és

ellendrizziik, hogy valamelyiket osztja-e m.

Ha egyiket sem osztja, akkor m nem prim, de ha valamelyiket osztja, akkor kezdjiik elolrél az

algoritmust.

100-szor ismételve mar nagy valdszintiséggel azt allithatjuk, hogy prim, ha nem deriilt ki rola,

hogy nem prim.

: 1
100 ismétlés utdn —; a valdszinlisége annak, hogy nem prim.
2100 9

A tesztben kevesebb, mint 100-szor van log m szorzés és log m redukalas.
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11. tétel

7. Kriptografia: titkos kulcsu titkosirasok, a one-time pad. Titkos kulcs-csere protokoll
(Diffie & Hellman). Nyilvanos kulcsu titkosirasok. A Rivest-Shamir-Adleman titkosirds.
Digitalis alairas. Titokmegosztasi eljardsok: Shamir modszere és egy optikai megoldas.

Kriptografia: titkos kulcsu titkosirasok, a one-time pad

Legyen r egy n hosszu véletlen bitsorozat. Legyen az r a kulcs, amit Alice és Bob ismernek,
de Eve nem. Legyen x az lizenet.

Ekkor az x lizenetet koddoljuk az r kulcs szerint, majd dekddoljuk szintén az r kulcs szerint. A
kodolas modszere a kizard vagy. xU rU r= x. Mivel az i. bitet 50% valdsziniiséggel kodolja
1-gy¢é vagy 0-va, Eve nem tudja kitalalni, hogy mi lehetett az eredeti iizenet.

Titkos kulcs-csere protokoll (Diffie & Hellman)

Cél egy kozos r generalasa. Alice vesz egy véletlen p primet és egy ¢ szamot gy, hogy
(p,q)=1 legyen. Ehhez vesz egy olyan szamot, amire igaz, hogy 1< a< p-1, a természetes, és
q“ mod p -t kiszamolja.

(q,q" mod p) -t megkapja Bob, aki general egy b-t, hogy 1< b< p-1 legyen, és visszakiildi
Alice-nak ¢” mod p -t. (Helyesebb lenne taldn, hogy q helyett p-t adja oda Alice Bobnak, mert
kiilonben Bob nem tudja visszakiildeni a megfelel6 modulust.) Alice ezt a szdmot az a-adik
hatvanyra emeli, igy 7 = ¢“ mod p lesz, és ezt hasznaljak kozosen, hiszen ezt mindketten el6
tudjak allitani.

Ha Eve figyel, akkor latja, hogy milyen ilizenetek mennek at, de nem fogja tudni, hogy az
atmend folyamatokban az a és a b mik.

Diszkrét logaritmus probléma: adott ¢,q“modp,p, és ebbdl kell a-t meghatarozni.
Polinomialis iddben nem megoldhat6 a probléma.

Nyilvanos kulcsu titkosirasok

Pl. RSA, ElGamal

Talan a legelterjedtebb kodolasi eljaras.

Alapja: az egyiranyu fliggvények:

Def: f:A4A- R egyiranyl, ha létezik inverze és x-bdl f(x)-et konnyli (polinomialis)
algoritmussal ki lehet szdmolni, viszont f(x)-bdl x-et nem lehet polinomidlis algoritmussal
kiszamolni, a legtobb esetben, vagy a legrosszabb esetben, vagy atlagosan.

Megj: nem ismeriink egyiranyu fiiggvényeket.

Megj: széleskorii nézet, hogy f(x,y)= x0y, vagy f(p,q,a)= q° mod p egyiranytak.
Hogyan hasznaljuk az egyiranyu fliggvényeket?

M(x,e)=elkddolt iizenet, ahol M a kddolési eljards, x az lizenet, e a nyilvanos kulcs.

Fontos, hogy M(M(x,¢),f)=x, ahol f a titkos kulcs.

Feltétel: ha ismerem M-et, e-t és M(x,e)-t is, ebbdl ne tudjam polinomialis idében kiszdmolni
az x-et.

Mitdl lehet ezt nyilvanos kulcst titkositasban hasznalni?

e: egy karaktersorozat, ami a kulcs, ezt megjegyzem a hozzéd tartozé névhez. Amikor az
illetének kiildok tizenetet, akkor ezzel a nyilvanos kulccsal kddolom az elkiildendd iizenetet.
A cimzett a sajat titkos kulcsaval dekodolja ezt.
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A Rivest-Shamir-Adleman titkosiras

Hogyan general nyilvanos és titkos kulcsot? Alice készit p €s g nagyméretli véletlen primeket,
¢és Osszeszorozza Oket (m=pq). Vesziink egy e-t, hogy (p-1)(q-1) és e relativ primek legyenek.
Addig kisérletezek az e-vel, amig nem lesz jo. Ekkor Ilétezik olyan f, hogy
of = 1mod(p-1)(g-1).
A nyilvénos kulcs lesz az (m,e) par, a titkos kulcs pedig az f.
A kodolas pedig: M (x,e)= x*modm. M(y, f) = y' modm

ef = 1mod (m)

T = kel x(x¢ (m))k = x

Biztonsdgosnak latszik, mert ismerjiikk e-t, m-et, (p-1)(q-1)-et, akkor ismerem p-t, és g-t.
Nehéz ezt a szamolast elvégezni.

Vannak esetek, amikor az RSA-t konnyt feltorni. Ha e-nek vagy f-nek az abszolut értéke
kicsi, akkor konnyli megtenni ezt. Nem trivialis, hogy miért konnyi feltorni, de konnyii ©.
Van egy szabvany, hogy mekkora értékeket hasznaljunk a feltorhetdség minimalisra
szoritdsahoz. Nem garantal semmit, de az egyszerii timadasok ellen megvéd.

Amennyiben majd tudunk faktorizalni, akkor gyorsan feltorhetd a kod. De nem tudunk
faktorizalni.

Miért j6? M(M(x,e), f) = x = M(M|x, f),e

Digitalis alairas

Digitalis alairasra is hasznalhat6é a nyilvanos kulcsu titkositds, ha a titkos kulcs nem keriil
nyilvanossagra. Mddszer: a titkos kulccsal kddolok, ami a nyilvanos kulccsal dekodolhato.
Digitélis aldirds modszere: Adott x levél. M(x,e) -vel kiildve titkos levelet kap a titkos kulcs
tulajdonosa. Ha M(x,f)-et kiild a titkos kulcs tulaja, akkor digitalisan aldirta. Ha M(M(x,f),e),
akkor a cimzett tudja megfejteni ugy, hogy még a digitalis alairast is megkapja.

Feltétel: M(M(x,e),f)=x és M(M(x,f),e)=x.

Titokmegosztasi eljarasok: Shamir modszere és egy optikai
megoldas

Példaul bank széfjének nyitasa.

n db ember, mindegyik kap valamilyen titkot.

Cél az, hogy tetszOleges k ember egyiitt mar hozzajusson a titokhoz az n-bél, de k-1 ember
mar legyen kevés, sot, 6k mar ne tudjanak meg semmit!

Shamir titokfelosztasa: legyen @, N egy természetes szam, és legyen ez a titok. Es legyen
a,,a,,...,a,_; véletlen szdmok 1-t61 N-ig. Ekkor P(x) =a,taxt ax’t .t a. x"
I. 2. ... n
Pl P2) ... Pln)
K ember ismeri az egész P-t (polinominterpolécio) specidlisan @, -t is
Ha csak k-1 jon 6ssze, akkor semmit nem tudnak.
P(il)aP(iz)a"'aP(ik—l)
{iviy i} 0 {12,000}
a,= Pl0)=UDN

Ha ezt egy test folott csinalom, akkor

Milyen megoldés van szamitogép vagy interpolacio nélkiil?
Optikai titokmegosztas
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Egy képet szét lehet vagni tobb rétegre ugy, hogy azok részleteiben nem felismerhetdk, de
egymasra helyezve kialakul az 4bra.

Gond: ha nem ugyanaz a nyomtatd nyomtatja ki, nem lesz pontos az illesztés.

Modszer: felosztjuk pixelekre, sot, paros pixelekre. A szétbontas soran minden egyes ilyen
parnal véletlenszerlien vagy az egyik felét szinezem be, vagy a masikat.

Ha atlatszora szeretném csindlni, akkor a masik dbran ugyanott satirozom be, ha sotétet
szeretnék, akkor a pixelpar masik pixelét szinezem be. (igy a vilagos teriilet fele lesz sotét, a
masik fele vilagos (50%), a sotétnél pedig 100% lesz a lefedés.)

Ami nem rogton vilagos: miért nem lehet a méasodik f6lidbdl kideriteni, hogy mi a titok, mert
Alice-nal véletlenszertien lett kiszinezve, Bobnal viszont Alice folidjatdl €s a mintatol fiigg a
kitoltés. Viszont nem tudjuk, hogy melyik pixel hogyan fiigg egy masiktol.
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12. tétel

8. Kis atmeérdjii és kisfoku halozatok: a hiperkocka, a CCC, a pillango, a shuffle-exchange és
a de Bruijn grafok. Ezek konstrukcioja, fokszama, bejarasa.

Kis atmerdjii és kisfoku halézatok

n pont (cstcs), amelyeknek kicsi az atmérdjiik és kicsi a fokszdmuk

n csucs, fokszam: n-1, atméro: 1

Def: atméré egy grafban a maximalis tavolsdg két pont kozott. Masképp: minimalis
tavolsdgok maximuma.

A hiperkocka

1 dimenzids kocka: szakasz, kétdimenzios: négyzet, haromdimenzids: kocka

Négydimenzios kockat nehéz rajzolni.

P1. kétdimenziés kockanal a csucsokat jelolje két bit, akkor szomszédos két cstcs, ha a bitjeik
koziil csak az egyik kiilonbozd.

Héaromdimenziosnal harom bit van, gy jeldljiik, hogy a felsd lap és az alsé lap szamozésa az
elsd jegytol eltekintve ugyanaz, és az elsd lapnak van 0 az elsd bit helyén, a hatsénal meg 1.

. .y . , 4 r , k : ’ . .
K-dimenziés hiperkocka: 2* csucsii graf, a csucsok a {0,1}" elemeivel vannak cimkézve, két

csucs 0ssze van kotve €llel, pontosan akkor, ha egy koordinataban kiilonbdznek.

(Pl. 8-dimenzidés hiperkockanal két szomszédos cstics: 00010110 és 10010110, valamint
00010110 és 00010010.)

A fokszam ilyen K-dimenzids hiperkockaban éppen K.

Atmérd: ha minden koordinatiban kiilonboznek, akkor a tavolsaguk K lesz, mert éppen K
1épésben lehet minden koordinatat felcserélni. Ezért az 4tméré K=logn.

Egyre tobb csticsnal a fokszam ndni fog, és ez nem tul j6. Az lenne jo, ha a fokszam nem
valtozna, rogzitett érték maradna.

Hiperkockanal: n csucs, logn a fokszam, logn az atméro.

Lehet-e olyat, hogy az 4&tmérd ne nagyon ndjon, de a fokszam konstans legyen.

(4dimenzids kocka készitése: veszek két hadromdimenzidsat, és az egyikben 0-t irok a
csticsokhoz, a masikban 1-et.)

ACCC

Fokszam csokkentése hiperkockan.

Cube-connected cycles

Modszer: a kocka csucsat levagjuk, és lesz helyette egy kor (haromD-ben haromszog)
(grafban kor). Haromdimenzidban nem sokat segit, mert a fokszdm ugyanugy 3 lesz. K-
dimenzids kockan a csucsot lecseréljiik K hosszu korre. Az eddig az adott csicsba bemend K
élet a K hosszu kor egy-egy pontjahoz csatlakoztatom —> lesz K db 3 fokt csucs. (Sok csucs
lesz, de a fokszam kicsi.)

Ett6l az atmérd 2K-ra nott.

A CCC-n n*k cstcs, 3 a fokszam, az 4tmérd: 2logn=2K.

A CCC durva és nem tul szép megoldas, vannak szebbek is.

Megj.: ha konstans fokszdmon van, akkor az atméré nem lehet logn-nél kisebb. (sok
processzor 0sszekotésekor érdekes, ahol fontos, hogy hany masik processzorhoz kapcsolodik
egy processzor).
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Valoban, ha van egy cstcs, €s el szeretném érni az Gsszes tobbi cstcsot. Ha d a fokszam,
akkor egy tavolsagban d darabot érek el, 2 tavolsagban d*d, n tavolsagban d" darab csucsot

érek el. Kell: d“"° 2 n,atméré > cllogn .

A pillangé
(egy szebb és fontosabb halozat)
A hiperkocka minden csticsanak megfeleltetek egy egyenest

000 C\ O O
001 [\\/><z

010
011 ®
100 A
101

o JINKK
NVAAVANS

Szét vannak hizva a kockacsticsok.

Minden kocka-csucshoz egy vonalat rendelek, amin k+1 csucs van.

Ez rekurziv, mert a kétdimenzids pillangd igy néz ki (ez a haromdimenzids felének egy
darabja):

R
v S

A 3dimenzidsban a fokszam legfeljebb négy.

Pillang6: n*(logn+1)=n*(k+1) csucs, az atmérdje: k+1, a fokszama: 4.

Routing-szabaly: ul, u2, ... , uk-bol vl, v2, ... , vk-ba szeretnék menni valahogy. Ha ui=vi,
akkor vizszintesen megyek, ha ui<>vi, akkor ferdén.

Nagyon sokszor jol hasznalhat6 halozat.

Vonalak kozti atmérd: k. Mindenhova eljuthatok max k db ferde vonalon.

A shuffle-exchange

A csucsok k hosszu 01 sorozatokkal vannak cimkézve, ul, u2, ..., uk 6ssze van kotve a vl,
v2, ..., vk-val, ha az utolsé bitben kiilonbéznek. (Mindig két valamivel van 0sszekdtve egy
csucs.) Ekkor: ul, u2, ..., uk 6ssze van kétve ul, u2, ..., u(k-1) oda-vissza nyillal (exchange
él), 1-uk —kal, ésu2, ..., u(k-1), uk, ul-ekkel egyiranyt nyillal (shuffle éI).

Példa:
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010 011

001

110 111

000

100 101

Fokszam 3, csucsszam: n.

Az exchange ¢let lehet kétszeres élnek szamolni (€s most szamoljuk igy).

Modszer: ul, u2, ..., uk-bdl indulok. Ha uk=vk, akkor shuffle ¢len megyek, ha vk=1-uk,
akkor exchange élen megyek. Innentdl Gjra megyiink tovabb.

Routing a shuffle-exchange grafban:

Cél: ,,ul, u2, ..., uk”-bdl eljutni a ,,v1, v2, ..., vk-ba.

Ha uk=vk, akkor shuffle-6n megyek. ,,u2, u3, ..., vk, ul”

Ha uk<>vk, akkor exchange-en megyek. ,,ul, u2, ..., u(k-1), vk”

Az exchange-en menve mar lesz egy k6z0s az u €s a v sorozatoknak. Ezutan muszdj lesz egy
shuffle-6n tovabbmenni, ezért az ,,u2, u3, ..., u(k-1), vk, ul” lesz a sorozat (igy két 1épésben
jutottunk oda, ahova az egyenldség esetén egy 1épésben).

Ezért az atméro: 2K.

Azért hivjak kartya-keverd grafnak, mert hasonlit ahhoz, amikor kartyat keveriink...

De Bruijn graf
2% cstcs, 251 é1, és az ,,ul, u2, ..., uk” 6ssze van kotve az ,,u2, u3, ..., uk, 1”7 és az ,,u2, u3, ...,
uk, 0” sorozatokkal.
Pl
01
0
10

n=2" csucs, a fokszam 4. Az 4tmérd: u sorozatbol v sorozatba megyiink, el8szor oda kell
menni, ami az utolsé helyre a vl-et rakja, aztan oda, ami a v2-t adja, stb. Igy k 1épésben
eljutok u-bol v-be, ezért az &tméro k.

Azért jobb a shuffle-exchange graffal szemben, mert itt k az atmérd.

Halozati torlodas
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Az a legjobb eljaras, hogy ha el akarok kiildeni egy-egy csomagot minden csticsbol masik
csucsba valamelyik algoritmus hasznalataval, akkor kicsi a valdszintisége a torlédasnak, ha
mindig a legrovidebb uton probalok kiildeni, akkor valdszinti a torlodas.
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